Kapitola 7

Geometrie bez obrazku

Hodgeova domnénka

Podle zasady, ze by autor knihy mél odloZit na co mozna
nejpozdéjsi dobu uvedeni ¢ehokoli, co by mohlo uvést cte-
nare v zoufalstvi, jsem pfi ¢islovani sedmi problémi tisicileti
pfi psani této knihy nechal Hodgeovu domnénku na konec.
Ve skute¢nosti mé poradi problémii nesouhlasi s tim, jak je
usporadal Claytv tstav. Jejich poradi bylo zalozeno na délce
nazvu, zacinalo nejkratsim (problém P versus NP) a kon-
¢ilo nejdelsim (Birchova a Swinnerton-Dyerova domnénka),
takze cely seznam ptisobil na ptivodnim oznamovacim pla-
katé pritazlivym dojmem vano¢niho stromecku:

P versus NP
Hodgeova domnénka
Poincarého domnénka
Riemannova hypotéza
Yangovy-Millsovy hmotnostni rozdily
Navier-Stokes: existence a hladkost feseni
Birchova a Swinnerton-Dyerova domnénka

Zvolil jsem jiné poradi, a to ze dvou ditvodi. Za prvé jsem
chtél, aby zavérecné kapitoly mohly vyuzivat diive uvede-
ného materidlu. Druhym divodem byla snaha, aby problémy
obtiznéjsi na pochopeni pfisly na fadu pozdéji. (Je prakticky
nemozné fici, ktery z problému bude tézsi vyfesit. VSech
sedm se jich dostalo na seznam pravé proto, Ze jsou obecné
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Y Vv,

uznavané jako jedny z nejtézsich existujicich nevyfesenych
otazek.)

TakzZe jestlize jste sami se sebou spokojeni diky tomu,
Ze jste se prokousali azZ sem (i kdyz jste se mozna mu-
seli vyplatit na kauci v poloviné kapitoly 6) a po precteni
nasledujici stranky nebo dvou se vam ndhle dostavi depre-
sivni pocit, Ze nicemu nerozumite, pak prosim nepropadejte
zoufalstvi. Ve skute¢nosti - a toto neni véc, kterou bych fi-
kal ¢asto - bude-li pro vas vyklad prili§ tézky, pak bude
mozna nejrozumnéjsi jej vzdit. Hodgeova domnénka, kte-
rou formuloval v padesatych letech dvacatého stoleti britsky
matematik sir William Vallance Douglas Hodge, je ze vSech
problému tisicileti bezpochyby ten nejnepfistupné;si. Jako
autora snaziciho se vysvétlit problémy milénia ¢tenari, ktery
neni matematikem, mé tento problém potrapil zdaleka nej-
vic.Jde o vysoce technickou otazku, zahrabanou v hlubokém
lese vysoce abstraktni pokrocilé matematiky srozumitelné
jen velmi malému poctu profesiondld. Zabyva se objekty,
které jsou na hony vzdaleny jakékoli predstavé byt i odbor-
niki, takZe nejenze neexistuji zadné sazkarské kurzy na to,
jestli bude domnénka prokazana nebo vyvracena, neexistuje
ale dokonce ani shoda v tom, co vlastné tato domnénka ve
skutecnosti fika.

Nevétite mi, kdyz pravim, ze Hodgeova domnénka je da-
leko horsi nez kterykoli z ostatnich Sesti problému? Dobrd,
zformulujme ji tedy:

Kazda harmonickd diferencidlni forma (jistého typu) nesingularni

projektivni algebraické variety je racionalni kombinaci kohomologic-

kych tfid algebraickych cykla.

Kazdy, kdo porozumél alespon jednomu z technickych
vyrazli v uvedené vété se miize postavit do cela tridy.

Dobra, to bylo trochu nefér. Stejného pocitu hriizného
ohromeni jsem mohl dosihnout formulaci kteréhokoli
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z ostatnich Sesti problémui, kdybych jej byl hned na zac¢atku
prislusné kapitoly uvedl v jeho technické podobé. PotiZ u to-
hoto problému ale spociva v tom, Ze je prakticky nemozné
vysvétlit, co kterykoli z onéch technickych vyrazti znamena.

Priznavam, ze véci zacaly vypadat hrozivé uz u Birchovy
a Swinnerton-Dyerovy domnénky v predchazejici kapitole.
Tam jsem vSak mél alespont moznost problém ilustrovat
na jednoduché geometrické tiloze. Takze 1 kdyz se vam
mozna (jako asi vétsiné ctenait, jak se domnivam) zdal vy-
klad trochu drsny - mozna jste jej dokonce vzdali - méli
jste minimalné moznost porozumeét pocatecnimu pristupu
k problému. Mohli jste si tfeba fici, ze domnénka je obec-
néjsi verzi problému s trojihelnikem daného obsahu, ktera
vznika, kdyz tento problém zformulujeme v feci algebraic-
kych rovnic a pak se podivime na rovnice, které maji stejnou
obecnou formu. Rozumite-li véci takto, pofad jste sice jesté
dost daleko od toho, jak ji chidpe odbornik, ale obecny do-
jem, ktery ziskate, je spravny.

U Hodgeovy domnénky ovéem zadna podobna cesticka
neexistuje, a to ani ke vstupni brané do problému. Zatimco
Birchova a Swinnerton-Dyerova domnénka se nachazi jen
krticek od srozumitelného problému (i kdyz jde o krok,
ktery zahrnuje spoustu velice tézké matematiky), pro Hod-
geovu domnénku nic takového neplati. Vyjdeme-li z mate-
matickych koncepci, které kazdy zna ze stfedni skoly, pak
cesta k domnénce vyzaduje nékolik takovych krokti. Navic
jde o kroky, které by sklicily i vétsinu profesionalnich mate-
matikd.

Hodgeova domnénka pravdépodobné nejlépe ze vsech
problému tisicileti ilustruje fake, ktery jsem uvedl v kapi-
tole 0, Ze totiz podstata moderni matematiky neumoznuje
laikovi, aby ji ndlezité ocenil. Béhem celého stoleti vrsili ma-
tematici nové abstraktni teorie na ty jiz existujici, a kazdy
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krok je zavedl déle od bézného kazdodenniho svéta, na
kterém musime v konecném tctovani stavét veskeré nase
poznani. Jak jsem jiZ poznamenal vyse, nejde tak moc o to, ze
matematik vytvari nové véci; jde spise o to, Ze objekty, jimiz
se zabyvd, jsou stale abstraktné;jsi a abstraktnéjsi. V pripadeé
Hodgeovy domnénky hraji zasadni tlohu operace z kalkulu
(derivovani, integrovani a podobné). Tento kalkulus ale neni
aplikovan na redlna ¢isla, jak jej znaji lecktefi studenti stred-
nich gkol, ba ani na komplexni ¢isla. Jde o kalkulus, ktery je
provadén v mnohem obecnéjsim, abstraktnéjsim meéritku.

Mozna, ze pro laika predstavuje pravé ona nepfistup-
nost nejzajimavéjsi rys problému. Pred sto lety bylo mozno
vysvétlit jakykoli matematicky problém laikovi, ktery o to
projevil zdjem. V dnesni dobé nelze nékteré problémy vy-
svétlit ani vétsiné profesiondlnich matematika.

Lidsky mozek musi tvrdé pracovat, aby se dostal na dalsi
uroven abstrakce. Teprve az kdyz si osvoji jednu troven,
muze z ni abstrahovat na dalsi. To je také jeden z dtvodt,
pro¢ mladému matematikovi trvé tolik let, nez se dostane
k hranicim nékterych odvétvi svého oboru. (Existuje par ob-
lasti, kde tomu tak neni, ale zda se, Ze ty postupné mizi spolu
s tim, jak matematika stale nachazi nové zpiisoby uplat-
néni abstraktnéjsich technik k posunu poznani ve zdanlivé
konkrétnéjsich oborech. Jako priklad uvedme aplikaci di-
ferencialniho poctu pro komplexni funkce k dikazam vét
o prvocislech, s niz jsme se setkali v kapitolach 1 a 6.)

Navzdory tomu, co bylo feceno, se piesto pokusim vy-
svétlit, co fikd Hodgeova domnénka. Néco z toho, co zde
feknu, nevyhnutelné rozzlobi odborniky. Ti ale nepotfebuji
tuto knihu &ist, ne?
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Drsna latka, podana nejjemnéji, jak dokazi

V sedmnactém stoleti ukazal francouzsky filosof René
Descartes, jak popsat geometrii algebraickymi metodami.
Misto pouzivani pojma pfimka nebo rovina se mutizeme
odkdzat na mnozinu vSech bodt (x,y), spliujicich néjakou
rovnici, napfiklad

y=3x+7

nebo
_3._t
=3T3

nebo jakoukoli jinou. (Prvni rovnice popisuje primku, ktera
prochazi bodem (0,7) a ma sklon 3; druha definuje pfimku
prochézejici bodem (0,—1) se sklonem 3.) Podobné mtizeme
misto o kruznici hovofit o mnoziné véech bodu (x,y), spl-

nujicich néjakou rovnici, napriklad
X2+ yz =5
nebo
(x—2)%+(y-5)> =81

(Prvni udava kruznici s polomérem V5 a se stfedem v po-
catku; druhd kruznici o poloméru 9 se stfedem v bodé
(2,5).) Podle Descartova pfistupu mohou byt geometrické
alogické argumenty, u starovékych Rekt oblibené zptisoby
feSeni geometrickych tloh, nahrazeny algebrou, tedy fese-
nim rovnic. Geometrie providéna pomoci algebry se obvykle
nazyva analytickou geometrii, nékdy téZ na pocest Descarta
geometrii kartézskou.

Béhem devatenictého stoleti posunuli matematikové
Descartiiv pristup o krok déle. Prestali algebru pouze vy-
uzivat jako néjaké pomocné naradi pro lepsi porozuméni
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geometrickym objektiim (sestavovanim rovnic, které tyto
objekty definuji). Namisto toho vysli ze soubort algebraic-
kych rovnic a definovali ,,geometrické“ objekty jako mnoziny
bodt fesicich tyto rovnice. Nehovotili tedy o tom, Ze rovnice

x2+y2=4

udava algebraicky popis kruhu o poloméru 2 a se stfedem
v pocatku; misto toho studovali objekt - at uz je to cokoli -
ktery je touto rovnici definovin. Vyjdeme-li ze znamého
geometrického objektu, pak timto zptisobem pochopitelné
nedostaneme nic nového kromeé jiného thlu pohledu na to,
co jsme jiz znali dfive. Vétsina rovnic ale zidnym zndmym
geometrickym tvarim neodpovida. Takze nazyvat je ,ge-
ometrickymi objekty“ nedava zadny smysl. V matematice
nazyvame objekty vznikajici timto zptisobem z algebraic-
kych rovnic ,algebraickymivarietami“. To vlastné neni Gplné
presné pravda. Kdyz definujeme algebraickou varietu, neo-
mezujeme se jen na jedinou algebraickou rovnici; mtZeme
zacit s jakymkoli kone¢nym systémem rovnic. Varieta se pak
skladd ze vsech bodti, které fesi véechny rovnice v systému.
Tato moznost ¢ini tiidu algebraickych variet bohatsi nez
kdyby bylo dovoleno vyjit jen z jediné rovnice. (V pfipadé
systému dvou rovnic, z nichz kazdd definuje zndmy geomet-
ricky tvar, budou variety urcené systémem rovnic prinikem
téchto dvou tvarti - tedy ¢astmi spolecnymi obéma tva-
ram.)

Algebraicka varieta je tedy zobecnénim geometrického
objektu. Jakykoli geometricky objekt je algebraickou va-
rietou, existuje vsak mnoho algebraickych variet, které si
geometricky predstavit nelze. Avsak z toho, Ze si néjakou
varietu nelze predstavit, jesté nevyplyva, ze bychom na ni
nemohli uplatnit (algebraickou) geometrii. Tu uplatnit mu-
zeme. Bude to ale geometrie bez obrazkil.
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Nyni se mtiZeme zaméfit na jeden z technickych termint
vHodgeové domnénce: nesinguldrni projektivni algebraicka
varieta je zhruba feceno hladky mnohorozmérny ,povrch®,
ktery vznika jako feseni jisté algebraické rovnice. (Asi tak,
jako je sféra dvojrozmérnym povrchem fesicim algebraickou
rovnici x? + y? + z2 = a? pro néjaké &islo a.)

Domnénka tvrdi cosi o ,harmonickych diferencidlnich
formach“ na téchto ,povrsich“. Harmonicka diferencidlni
forma je, zhruba feceno, fesenti jisté velice dtileZité parcialni
diferencidlni rovnice, nazyvané rovnici Laplaceovou, ktera
vznika ve fyzice i pfi studiu funkci komplexni proménné.
(Tuto rovnici zformulujeme pozdéji.)

Kdyz se studenti na univerzité poprvé setkavaji s kalku-
lem, jde obvykle o kalkulus v dvojrozmérné roviné, znamé
rovinné plose eukleidovské geometrie a elementarni trigo-
nometrie. Ale pfi tro$e usili je mozné vybudovat kalkulus
i na jinych plochach, kupfikladu na povrchu sféry. Vyna-
lozime-li hodné veliké usili, pak muZeme (nebo lépe fe-
¢eno, odbornici mohou) vybudovat kalkulus na mnohem
obecnéjsich typech variet. Hodgeova domnénka se tyka
kalkulu vybudovaného na nesingularni projektivni alge-
braické varieté. Tvrdi cosi o jistych typech abstraktnich
objektt, fikejme jim tifeba objekty typu H, které vznika-
ji, kdyz za¢neme uplatniovat kalkulus na jistém typu va-
riety.

Pouzivame-li kalkulus (jakozto protipdl algebry) k de-
finici néjakého objektu, pak vysledek nemusi nutné vypa-
dat ,geometricky“. Hodgeova domnénka tvrdi, Ze objekty
typu H tvofi z tohoto pravidla vyjimku - tedy alespon do
jisté miry. A¢ samy nemusi byt geometrickymi objekty, lze
je ziskat z geometrickych objektt dosti jednoduchym zpu-
sobem, a to bez kalkulu. Re¢eno terminologii domnénky,
objekt typu H je raciondlni kombinaci kohomologickych
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tiid algebraickych cykld. To znamena, Ze jakykoli objekt
typu H muze byt odvozen z geometrickych objekti cisté
algebraickou cestou.

Muzeme tedy chapat Hodgeovu domnénku jako tvrzeni,
které pravi toto: ,,Podivejte se, my jsme tady pomoci kalkulu
na varietach vyrobili jakousi tfidu objektti (typu H), které
nejenze nam upiraji jakoukoli nadéji na to, ze bychom si
je snad mohli néjak predstavit, ale dokonce se nenechaji
popsat ani algebraicky. Na druhé strané v§ak mtiZzeme tyto
objekty odvodit algebraickym zptisobem z jinych objektt,
které algebraicky popsat umime. Takze nam pofad jesté
zlistava urcitd nitka, kterd nas spojuje s pevnou zemi - a tato
souvislost nim (mysleno odbornikiéim) umozni ony objekty
studovat dal.“

Poslanim Hodgeovy domnénky je toto: nabizi odborni-
kovi jistou efektni matematickou strukturu, kterd se hodi
ke studiu objektti typu H. To je pro moderni matematiku
typicka situace; védci totiZ neustale hledaji nové struktury
na znamych objektech a nové pojitka mezi rtiznymi obory
matematiky, aby pak mohli uplatnit metody znamé z jedné
oblasti v oblasti jiné. (Koneckoncti to samé udélal Descartes,
kdyz predved], jak lze vyuzit algebru pfi studiu geometric-
kych tvarti.)

Posledni dva odstavce sestavaji pravé z téch typti tvrzeni,
které odborniky dohdnéji k silenstvi. Rad bych poskytl cte-
nafi alespon ramcovou predstavu, o co vlastné jde, a za tim
ucelem se snazim prelozit do bézné mluvy néco, co je natolik
vzdaleno kazdodennimu Zivotu, Ze kazdd podobnd snaha je
pfedem odsouzena k nezdaru. Presto se o to pokusme. Nyni
si ukdzeme jiny zptsob, jak se k problému priblizit. Jeho
vyhodou je, Zze pouziva pojmy, které se nebudou zdat ne-
srozumitelné nikomu, kdo studoval diferencidlni pocet na
vysoké skole. Nevyhoda tohoto postupu vsak spociva v tom,
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Ze, ac je technicky spravny, vlastni podstatu Hodgeovy do-
mnénky ponékud miji.

Pri formulaci Hodgeovy domnénky mtizeme také zacit
s integraly definovanymi na zobecnénych cestach, které lezi
na néjaké algebraické varieté. Deformaci téchto cest se hod-
noty integrali neméni, takze si mizZeme myslet, Ze jsou
integraly definovany na celé tfideé cest.

Hodgeova domnénka tvrdi, ze jestlize se urcita ¢ast téchto
integral(i rovna nule, potom se v pfislusné tfidé najde ces-
ticka, kterou je mozné popsat polynomialni rovnici.

Jak jsem jiz poznamenal, tato formulace Hodgeovy do-
mnénky je sice technicky pfesna, ale nevystihuje spravneé
jejiho ducha. Nyni se pokusim zprostiedkovat jistou pred-
stavu o zpusobu, jakym na problém nahliZeji odbornici. Jesté
predtim mi viak dovolte ucinit nékolik poznamek o posta-
veni domnénky v matematice.

Hodgeova domnénka ma pfedevsim vyznamné aplikace.
Jeji pripadny dikaz by vytvoril stéZejni pojitko mezi tfemi
obory, a sice algebraickou geometrii, matematickou analy-
zou a topologii.

Za druhé, feSeni domnénky je v jednom specialnim pfi-
padé znamo, jenomze tento vysledek objevil americky mate-
matik Solomon Lefschetz v roce 1925, tedy davno predtim,
nez Hodge zformuloval obecnou verzi své domnénky. Ne-
budu ani moc prehanét, kdyz feknu, Ze se od té doby se
zadny zvlast velky pokrok nedostavil.

Takze k dne$nimu dni je domnénka stile skutecné jen
pouhou domnénkou. Leckdo by mozna fekl, ze priléhaveé;jsi
nazev nez ,domnénka“ by byl ,tip nazdarbtth®. To ale ne-
odradilo mnoho matematikti od pokusti o ditkaz ani od
vyzkumu piipadnych disledki. V roce 1991 vydala Ame-
rickd matematickd spole¢nost knihu katalogizujici v té dobé
znamé vysledky vyzkumu Hodgeovy domnénky.! V roce
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1996 vyslo druhé aktualizované vydani, sestavajici z 386
husté popsanych stranek. Toto druhé vydani obsahuje no-
vou sekci se seznamem 71 ¢lanka publikovanych mezi roky
1950 a 1996 a tykajicich se pouze jediného aspektu problé-
mu, Hodgeovy domnénky pro takzvané abelovské variety.
V predmluvé autor knihy pfiznavd, Ze navzdory tomuto pfi-
davku neni piehled stile jesté kompletni, a odkazuje ¢tenare
na dalsi zdroje.

Mimochodem, kniha Americké matematické spole¢nosti
prinasi v ivodnim odstavci pfedmluvy ndsledujici formula-
ci, kterou nazyva , popularni verzi“ Hodgeovy domnénky:

Necht X je projektivni algebraickd varieta a p je kladné celé ¢islo. Dale

necht H2P (X, Qalg © H?P(X,Q) je podprostor algebraickych kocykl,

tedy Q-vektorovy prostor generovany zakladni tfidou algebraickych
podvariet kodimenze p v X. Hodgeova domnénka tvrdi, Ze je mozné

»spocitat® podprostor H*P(x, @)alg pomoci Hodgeovy teorie, tedy
specidlng H?P (X, Q),14 ¢ HPP(X) 0 H? (X, Q).

Takze ted uz je vim vse jasné.
Pokud se jesté drzite, ceka vés vylet hloubéji do podstaty
problému. Zjistite také, odkud se domnénka viibec vzala.

Kdo byl William Hodge?

Na matematika s tak prominentni roli ve svém oboru
je toho o Williamu Hodgeovi zndmo piekvapivé mélo. Jeho
zivotopis je skoro stejné nedostupny jako jeho domnénka.

Narodil se roku 1903 v Edinburghu. Studoval nejprve
v Edinburghu a pozdéji v Cambridgi a byl neobycejné nada-
nym studentem. V roce 1936, ve 33 letech, mu bylo nabid-
nuto stalé profesorské misto v Cambridgi, které zastaval az
do svého odchodu do diichodu v roce 1970.

Jako jedna z vidcich osobnosti stil u kolébky vzniku
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