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RUSSELLOV PARADOX

Tim, kdo v podstaté sam zaloZil celou teorii mnozin, byl némecky matematik
Georg Cantor. Rychle se ukazalo, Ze mnoziny, respektive tfidy (pro nase tucely
nejsou rozdily mezi obéma pojmy podstatné) jsou pro logiku tak zakladni
ajsou s ni tak propojeny, ze jakakoli snaha budovat matematiku na zakladech
logiky nutné vedla k tomu, Ze byla budovana i na axiomatickém zakladé teo-
rie mnozin.

Tfida nebo mnozina jsou jednoduSe souborem objektt, které navzdjem
nemusi mit zadny vztah. Mize existovat naptiklad tfida, ktera obsahuje vSech-
ny nasledujici polozky: kazdodenni serialy, které se vysilaly v roce 2003, Na-
poleonova bilého koné a pojem opravdové lasky. Objekty, které patfi k urcité
tfidé, se nazyvaji prvky této tridy.

Vétsina tfid, s nimiz jsme se zfejmé nékdy setkali, neni prvkem sebe sama.
Napftiklad tfida vsech snéhovych vloc¢ek neni sama snéhova vlocka; tfida
vSech starozitnosti neni sama starozitnost, a tak dale. Nékteré tridy vsak prv-
ky sebe samych jsou. Napfiklad tfida ,vSechno, co neni starozitnost” je prv-
kem sebe samé¢, jelikoz rozhodné neni staroZitnosti. Také tiida vSech tfid je
prvkem sebe samé, protoze je ocividné tiidou. Jak je to ale s tfidou ,,vSech t¥id,
které nejsou prvky sebe samych“?"> Oznacme si ji jako R. Je R prvkem sebe
samé (R), nebo neni? Je jasné, Ze R nemuze patfit k R, protoze kdyby patfila,
nesplnila by definici ¢lenstvi v R. Pokud by vsak R sama k sobé nepatfila, pak
podle téze definice by musela byt prvkem R. Stejné jako u situace s holicem
tedy zjistujeme, Ze tfida R soucasné patfi i nepatii k R, coz je oviem logicky
spor. Tak vypadal paradox, o némz Russell napsal Fregemu. Jeho antinomie
podkopala cely proces, jimz by se daly urcit tfidy nebo mnoziny, takze byla
pro Fregeho program smrtici ranou. Frege sice podnikl nékteré zoufalé poku-
sy o napravu, uspésny vsak nebyl. Dlisledek byl katastrofalni - formalni logi-
ka, ktera se méla stat pevnym zakladem matematiky, byla najednou sama
ohrozena ochromujicimi rozpory.

Zhruba v té dobg, kdy Frege rozvijel sviij logicky program, zkousel italsky
matematik a logik Giuseppe Peano ponékud odlisny pfistup. Peano chtél za-
lozit aritmetiku na axiomatickych zakladech. Jeho vychozim bodem proto byla
formulace hutné a jednoduché sady axiomt. Jeho prvni tfi axiomy zni:

1. Nulaje cislo.

2. Naslednikem kazdého ¢isla je rovnéz cislo.
3. Zadna dvé ¢isla nemaji stejného naslednika.
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Obr. 50 Alfred North Whitehead.

Problém byl ovSem v tom, zZe i kdyZz Peantv
axiomaticky systém dovedl reprodukovat zna-
mé zakony aritmetiky (po zavedeni dodatec-
nych definic), nebylo v ném nic, co by identifi-
kovalo jednotliva ptirozena cisla.

Dalsi krok uskutecnil Bertrand Russell. Ten-
to britsky logik trval na tom, ze Fregeho pt-
vodni myslenka - odvodit aritmetiku z logi-
ky - je i nadale spravnou cestou. Ve snaze
zdolat tento tézky ukol vytvofil Russell spo-
lu s Alfredem Northem Whiteheadem (obra-
zek 50) neuvéfitelné mistrovské dilo logiky -
prelomova tiisvazkova Principia Mathematica.'®

Snad s vyjimkou Aristotelova Organonu to bylo pravdépodobné nejvlivnéjsi dilo
v déjinach celé logiky (na obrazku 51 je titulni stranka prvniho vydani).
Russell a Whitehead v Principiich obhajovali nazor, podle néhoz je matema-
tika v podstaté rozpracovanim zakont logiky a mezi obéma obory neexistuje
jasna hranice.”” Aby ovsem dospéli k vnitiné bezespornému popisu, museli
néjakym zptsobem vyfesit antinomie ¢ili paradoxy (vedle Russellova parado-
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Obr. 51 Prvni vydani Russelovy a Whiteheadovy knihy Principia Mathematica.
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xu se objevily jesté dalsi). To vyzadovalo obratné Zonglovani s logickymi poj-
my. Russell tvrdil, Ze tyto paradoxy vznikaji jen kvili ,bludnému kruhu®,
v némz se pojmy definuji ve vztahu ke tfidam objektt, které samy v sobé ob-
sahuji definovany pojem. Russell k tomu uvedl: ,Jestlize fikam ,Napoleon mél
vSechny vlastnosti, které délaji velkého generala’, musim definovat ,vlastnosti'
tak, aby nezahrnovaly to, co nyni fikam, to znamena, Ze vlastnost ,mit vsech-
ny vlastnosti, které délaji velkého generdla® mezi vlastnosti v tomto smyslu
predpokladané patfit nesmi.”

Aby se svému paradoxu vyhnul, navrhl Russell teorii typi,'® v niz kazda tii-
da (nebo mnozina) patii k vyssimu logickému typu nez tfida, k niz nalezi jeji
prvky. Napfiklad vSichni hraci fotbalového klubu Manchester United budou
tfidou typu 0. Sam tym Manchester United, ktery je tfidou hract, bude tfidou
typu 1. Anglicka nejvyssi liga, kterd je tfidou fotbalovych klubt, bude patfit
k typu 2; anglicky systém lig bude tfidou typu 3, a tak dale. V takové soustavé
pouha zminka o ,tfidé, ktera je prvkem sebe sama“ neni pravdiva ani neprav-
diva, prosté nema zadny vyznam. Diky tomu se zde s antinomiemi typu Rus-
sellova paradoxu nikdy nesetkame.

Neni pochyb, Ze Principia byla v logice kolosalnim pocinem, avsak za dlou-
ho hledany zaklad celé matematiky se dala povazovat jen stézi. Russellovu teo-
rii typtt mnozi povazovali za ponékud umélé feseni problému paradoxd, kte-
ré navic vytvafelo znepokojivé slozitou splet riznych dtsledkd.” Naptiklad
racionalni ¢isla (vyjadfitelna zlomky) se v tomto systému dostala do vyssiho
typu nez ptirozena Cisla. Russell s Whiteheadem se chtéli témto komplikacim
vyhnout a zavedli dalsi axiom znamy jako axiom reducibility; ten ovsem sam
vyvolal dalsi spory a nedtvéru.

Elegantnéjsi zplisob, jak paradoxy odstranit, nakonec navrhli matemati-
kové Ernst Zermelo a Abraham Fraenkel. V podstaté se jim podatilo uvést
teorii mnozin pomoci axiomu do vnitiné bezesporné podoby a v tomto sys-
tému reprodukovat vétsinu vysledki této teorie. Na prvni pohled se zdalo,
Ze se tim alespon zcasti plni sen platonikt. Kdyby byly teorie mnozin a lo-
gika skutecné dvéma stranami téze mince, pak by nalezeni pevného zakla-
du teorie mnoZin znamenalo i vybudovani pevného zakladu logiky. A pokud
opravdu vétsina matematiky vychazi z logiky, pak by to matematice zajisto-
valo urcity druh objektivni jistoty, coz by se dalo vyuzit ik vysvétleni univer-
zalnich schopnosti matematiky. Platoniktim vsak bohuzel nebylo pfano sla-
vit ptilis dlouho, jelikoz méli byt brzy zasazeni dalsi neblahou ranou. Ptisla
z jiz znamého sméru.
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NEEUKLEIDOVSKA KRIZE UZ JE TU ZAS?

V roce 1908 kracel némecky matematik Ernst Zermelo (1871-1953)% cestou
velmi podobnou té, kterou jako prvni proslapal Eukleides na prelomu tietiho
a ctvrtého stoleti pred nasim letopoctem. Eukleides formuloval nékolik nedoka-
zanych, avsak zdanlivé zjevnych postulati o bodech a pfimkach a na zakladé
téchto axiomt pak vybudoval celou geometrii. Zermelo, ktery jiz v roce 1900
objevil Russelltiv paradox nezavisle na Rusellovi, navrhl zptisob, jimz by se dala
teorie mnozin vystavét na podobném axiomatickém zakladu. Russelltiv paradox
jeho teorie prekonala peclivym vybérem stavebnich principt, s jejichz pomoci
byly eliminovany pojmy typu ,mnozina vSech mnozin®, které vedly k vnitinim
rozportim. Zermeltv systém v roce 1922 rozsifil izraelsky matematik Abraham
Fraenkel (1891-1965), ¢cimz vznikla takzvana Zermelo-Fraenkelova teorie mno-
zin (dalsi vyznamné zmény doplnil v roce 1925 John von Neumann).*' Bylo by
to témét dokonalé (bylo tieba jesté dokazat bezespornost teorie), kdyby neptetr-
valy nékteré sziravé pochybnosti. Byl tu zejména jeden axiom - axiom vybéru -
ktery stejné jako povéstny Eukleidiiv ,paty postulat” ptsobil matematiktim téz-
ké trapeni. Axiom vybéru zjednodusené feceno tvrdi:* jestlize X je souborem
(mnozinou) neprazdnych mnozin, mtzeme vybrat z kazdé mnoziny naleZici
k X pravé po jednom prvku a ty vytvofi novou mnozinu Y. Snadno zjistime, Ze
toto tvrzeni je pravdivé, pokud soubor X nebude nekonecny. Mame-li kuptikla-
du sto krabicek a v kazdé je nejméné jedna kulicka, bez potizi vybereme po jed-
né kulicce z kazdé krabicky a sestavime tim novou mnozinu Y, v niz bude ona
stovka kulicek. V takovém pripadé zadny zvlasini axiom nepotfebujeme a mu-
zeme lehce dokazat, Ze vybér je mozny. Tvrzeni plati i pro nekonecné soubo-
ry X, pokud budeme presné specifikovat, jakym zptisobem vybér provedeme.
Predstavme si napfiklad nekonecny soubor neprazdnych mnozin ptirozenych
Cisel. Prvky takového souboru mohou byt mnoziny jako {2, 6, 7}, {1, 0}, {346, 5,
11, 1257}, {vSechna pfirozena ¢isla mezi 381 a 10 4578}, a tak dale. V kazdé mno-
ziné prirozenych cisel vzdy existuje jeden prvek, ktery je nejmensi. Nas vybér
by tedy mohl byt popsan nasledujicim specifickym zptisobem: ,Z kazdé mnozi-
ny vybereme nejmensi prvek.“ Timto konkretizovanim se mtizeme obecnému
axiomu vybéru opét vyhnout. Problém nekonecnych souborti vyvstane v ptipa-
dech, kdy vybér definovat nemtizeme. V takové situaci proces vybéru nikdy ne-
konci a existence takové mnoziny, ktera se sklada z pravé jednoho prvku z kaz-
dé mnoziny souboru X, se stava pouze otazkou viry.

Axiom vybéru od svého pocatku vyvolaval mezi matematiky znacné spory.
Skutecnost, Ze axiom ustavuje existenci urcitych matematickych objektt (vy-
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béri), aniz poskytuje jediny hmatatelny pfiklad takového objektu, vyvolavalo
nelibost zejména u zastanct Skoly mysleni zvané konstruktivismus (filozoficky
spfiznéné s intuicionismem, viz vyse v této kapitole). Konstruktivisté tvrdili,
ze cokoli, co existuje, by mélo byt také explicitné zkonstruovatelné. Axiomu
vybéru se radéji vétsinou vyhybali i ostatni matematici a ze Zermelo-Frankae-
lovy teorie mnozin vyuzivali jen ostatni axiomy.

Vzhledem k citlivé vhimanym nedostatk@im axiomu vybéru zacali matema-
tici premyslet, zda by se tento axiom dal pomoci ostatnich axiomt bud doka-
zat, nebo vyvratit. Opakovala se tak téméf do pismene historie Eukleidova
patého axiomu. Caste¢na odpovéd koneéné piisla ke konci 30. let. Kurt Go-
del (1906-78), jeden z nejvlivnéjsich logikt vsech dob, dokazal, Ze axiom
vybéru jakoz i dalsi slavna domnénka, hypotéza kontinua nastolena zakladate-
lem teorie mnozin Georgem Cantorem,” jsou konzistentni s ostatnimi axio-
my Zermelo-Fraenkelovy teorie. To znamena, Ze ani jednu z obou hypotéz
nelze vyvratit pomoci jinych standardnich axiomt teorie mnozin. Dodatecné
dtikazy, které roku 1963 predlozil americky matematik Paul Cohen (1934 az
2007, zemfel bohuzel v dobé prace na této knize),* potvrdily, ze axiom vybé-
ru a hypotéza kontinua jsou na sobé zcela nezavislé. Jinak feceno, axiom vybéru
nelze dokazat ani vyvratit z jinych axiomi teorie mnozin. Stejné tak se pomoci
tehoz souboru axiomt neda dokazat a vyvratit ani hypotéza kontinua - a to ani
kdyby se pouzil axiom vybéru.

Tento vyvoj mél dramatické filozofické dtsledky. Stejné jako uneeukleidov-
skych geometrii 19. stoleti doslo k tomu, Ze neexistovala jedina definitivni teo-
rie mnozin, ale hned nejméné ctyfi! Na zakladé odliSnych predpokladi o ne-
konecnych mnozinach bylo mozné dojit k navzajem neslucitelnym teoriim
mnozin. Napfiklad s pfedpokladem, Ze plati jak axiom vybéru, tak hypotéza
kontinua, dojdeme k jedné verzi, zatimco kdyz budeme predpokladat, Ze zad-
na z obou domnének neplati, budeme pracovat s tplné jinou mnozinovou
teorii. Predpoklad platnosti jednoho z obou axiomt a negace druhého pak
povede k dalsim dvéma teoriim.

Byla to neeukleidovska krize ¢islo dvé, jen v horsi podobé. Kviili fundamen-
talni roli teorie mnozin jako mozného zékladu celé matematiky vypadala nyni
situace pro platoniky mnohem vaznéji. Pokud je skute¢né mozné formulovat
celou fadu teorii mnozin jednoduse volbou jiného souboru axiom, nezname-
na to snad, Ze matematika neni ni¢im jinym nez pouhym lidskym vytvorem?
Zdalo se, ze formalisté uz maji vitézstvi v kapse.
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