12. Bublanina — dés a drina




KaZdy fyzik kdekoli na svété dobe vi, do jakého tvaru se
zformuji bubliny, kdyz se na sebe nalepi. Vi to také kaz-
dé malé dité, které aspon jednou v Zivoté vidélo bublifuk.
KaZdy matematik na svété zase vi, jaky tvar by bubliny
mély mit. Nékolik velice chytrych matematiki neddvno
dokdzalo, Ze vsichni ostatni, véetné fyzikit a malych déts,
méli pravdu.



Dvandctistén, tvar dobie znidmy z geometrie, ma dvacet
vrchold, tficet hran a dvanact stén, jak sim ndzev napovi-
da. Stény jsou pétitthelnikového tvaru, jak vidime na ob-
razku 33. Které trojrozmérné téleso ale ma 22,83 vrcholq,
34,25 hran a 13,42 stén, kazdou o 5,103 stranich? Asi né-
jaky hodné vykonstruovany fraktil, ne? Mimochodem,
fraktaly, tedy ty podivné slozité tvary, které privedly Be-
noita Mandelbrotta az k ucelené teorii o nepravidelnosti
prirody, mivaji ¢asto necelou dimenzi, tak pro¢ by nemoh-
ly mit také necelé pocty vrcholt, ne? Nikoli. Téleso, které
mame na mysli, je obycejného a zndmého tvaru a nejspis
ho najdete u vis vdomacnosti. Pofadné se rozhlédnéte, az
si date sklenici kofoly nebo piva, vlezete do sprchy a nebo
se pustite do umyvani nadobi.

Samoziejmé, Ze si trochu vymyslime. Nase bizarni té-
leso 1ze nalézt v typické domacnosti asi tak, jako se v pri-

Obr. 33. Dvanictistén.
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mérné rodiné prohani 2,3 ditéte. Neexistuje samo o sobg¢,
ale v priiméru. A neni to téleso, je to bublina, tedy ,,prii-
mérna“ bublina v hromadé pény. Péna obsahuje tisice
bublin, nahnidcanych na sebe ve formé malickych nepra-
videlnych mnohosténi, pficemz priamérny pocet vrchol
v oné péné ¢ini 22,9, pramérny pocet hran 34,14 a pra-
mérny pocet stén 13,39. Kdyby existovala néjaka prameér-
na bublina, jeji vzhled by velice pfipominal dvanactistén.

Bubliny fascinuji lidstvo po celou dobu od objevu my-
dla a péna byla k vidéni vSsude kolem nas od nepaméti.
Ale matematika s nimi spojena se poradné rozjela teprve
ve tficatych letech 19. stoleti, kdy belgicky fyzik Joseph
Plateau poprvé ponoftil draténé ramecky do mydlového
roztoku a nestacil se divit nad vysledkem svého pocina-
ni. Avsak ani po 170 letech vyzkumu stdle jesté nemame
k dispozici Gplné matematické vysvétleni, ba dokonce ani
popis vsech jevii, které Plateau odhalil. Notoricky znamy,
alespon doneddvna, byl pripad takzvané ,hypotézy dvo-
ji bubliny“, ktera popisuje tvar, jehoz by mély nabyt dvé
bubliny poté, co se k sobé prituli. Kazdy vi, Ze by to mélo
vypadat asi jako na obrazku 34a, ale co tieba obrazek 34b,
pro¢ by to neslo takto?

Mnoha dal$im jeviim, které Plateau objevil, vsak dnes
jiz rozumime dokonale. Pokusy s mydlovymi bublinami
opakované prokazaly matematikiim neocenitelnou po-
moc pfi hledani preciznich dtikazii dalezitych vét z geo-
metrie. V dobé, kdy Plateau zac¢inal pracovat s bublinami,
zvolna prichazel o zrak. V roce 1829 podnikl opticky ex-
periment, ktery zahrnoval nepfetrzité pozorovani Slunce
po 25 vtefin. Plateau si timto pokusem vazné poskodil
zrak a v roce 1843 byl jiz Gplné slepy. To mu ale nikterak
nezabranilo v odhalovani zdsadnich poznatki v nejvizu-
alnéjsi matematické discipliné, geometrii trojrozmérné-
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Obr. 34. (a) Hypotéza zdvojené bubliny tvrdi, Ze pokud se dvé
bubliny spoji, pak vzniknou dvé sféry, které se setkaji pod tihlem
120 stupnid. (b) Daldi moznosti, které zahrnuji napfiklad tento
bursky ofiSek v pneumatice, je tfeba zavrhnout.

ho prostoru. Jeho price v tomto oboru pokracovala jesté
dlouho poté, co pozbyl poslednich zbytki zraku.

Mydlové bubliny a blany jsou typickymi pfedstaviteli
nesmirné dalezité matematické koncepce nazvané ,,pro-
blém minimalni plochy“. Minimdlni plochou je minén
povrch, jehoz plosny obsah je nejmensi mozny pfi zacho-
vani jistych dodate¢nych podminek.

Minimalni plochy se objevuji v matematice bublin diky
fyzikalni veli¢iné zvané povrchové napéti. Povrch kapaliny se
chovi, jako kdyby byl pruzny, vyrobeny z tenké kiize nebo
gumy. Pokusime-li se napnout povrch kapaliny, objevi se
sila ptisobici v opa¢ném sméru. Tuto silu zptisobuje struk-
tura molekul na povrchu, ktera se od struktury molekul
uvnitf kapaliny li$i zejména absenci jistych chemickych
spoju. Duisledkem povrchového napéti je nahromadéni
energie na povrchu.
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Matematika, kterd popisuje chybéjici chemicka pro-
pojeni, je nesmirné komplikovana, ale nastésti existuje
jistd jeji aproximace, ktera je v pripadech, kdy nds zajimaji
pouze celkové tvary povrchu a nikoli molekuldrni detaily,
kromobycejné piesnd. Ukazuje se, Ze energie nahroma-
déna v disledku povrchového napéti mydlové blany je
pfimo imérna jejimu povrchu.

Mydlova bublina piedstavuje minimdlni plochu, tedy
povrch s minimalnim plo$nym obsahem, nebot je to ve sku-
tecnosti povrch s minimalni energii. Vzhledem k tomu, zZe
energie je rovna plosnému obsahu (nebo vlastné jen pftimo
umérna, ale to je az na multiplikativni konstantu totéz), je
plocha minimizujici obsah identicka s plochou minimizu-
jici energii. Proto bubliny minimizuji obsah. Napfiklad Ize
matematicky prokazat, Ze povrch s nejmensim obsahem,
ktery obklopuje dany objem, je sféra. Proto také jsou my-
dlové bubliny kulového tvaru. Mydlova bublina obsahuje
jisté pevné mnozstvi vzduchu a mydlova blana je tak tenka
(asi jednu miliontinu metru), Ze ji Ize téméf povazovat
za nekoneéné tenkou matematickou plochu. (Pohybujici
se bubliny jsou jind véc, protoze ty nuti dynamické sily
k nabyvani v§ech moznych fantastickych tvart.) Existuje
veliké mnozstvi aplikaci minimdlnich ploch v biologii,
chemii, krystalografii a dokonce v architekture.

Bez dodate¢nych podminek by byl plosny obsah mini-
malni plochy vzdy roven nule, coz je koneckoncii nejmen-
$i obsah, jakého lze dosdhnout u kteréhokoli télesa. Nej-
castéjs$i podminky, se kterymi se u problémii minimalni
plochy lze setkat, jsou tyto: plocha musi obklopovat pfe-
dem zadany objem, hranice plochy musi lezet na dané
plose, hranici plochy je pfesné zadana kfivka, nebo néjaka
jejich kombinace. Bublina vznikajici napfiklad na hor-
ni plose stolu ma obvykle tvar polokoule, coz je plocha
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s nejmensim obsahem, ktera obsahuje dany objem a navic
ma hranici lezici v dané roviné (v tomto piipadé procha-
zejici horni deskou stolu).

Plateaua zajimaly zejména plochy s pfedem zadanou
hranici ve tvaru néjaké kiivky. Ve svych pokusech vyuzival
kousek dratku zformovany do tvaru pozadované kiivky
nebo pripadné nékolik takovych dratk pospojovanych
do ramecku jistého tvaru. Jaky je napriklad tvar plochy
s minimalnim obsahem, jejiZ hranice sestava ze dvou stej-
nych ,rovnobéznych“ kruznic? Prvni, co ¢lovéka napadne,
je pravdépodobné vilec. To ale neni spravna odpovéd,
existuji lepsi plochy. Leonhard Euler dokazal, Ze minimalni
plochou v tomto ptipadé je kockotah neboli catenoid (obr. 35),
tedy povrch vznikly rotaci kiivky tvaru U, znamé jako reté-
zovka, kterou vytvori zavéSeny retéz nebo dokonale oheb-
né vldkno v dasledku ptisobeni gravitace, pficemz oba
jeho konce mohou a nemusi byt zavéseny ve stejné vysce,
kolem osy prochazejici sttedy obou kruznic. Retézovka
vypada jako trochu tlustsi parabola. (K vyrazu catenoid se
v angli¢tiné vize jisty vousaty matematicky vtip: Jak vznik-
ne catenoid? Stali zatdhnout za ocas. Zertovny efekt je oviem
nutno umocnit spravnou vyslovnosti anglického slova
catenoid, aby vynikla pfitomnost kocoura v jeho Gvodu.)
Eulerovu vétu je mozno dokazat tak, Ze si vyrobime dva
draténé krouzky s madélky, néco jako ramecek na rybai-

Obr. 35. Koc¢kotah - minimalni plocha spojujici dva krouzky.
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skou sit. Pfidrzime je tésné u sebe, ponofime do misky
s roztokem mydla nebo jaru, vytdhneme ven a pomalu je
za¢neme od sebe vzdalovat. Koc¢kotah se pak objevi v celé
své namydlené krase.

Jeden z ustilenych matematickych popistt mydlovych
blan lze najit v klasickém dile What Is Mathematics (Co je
to matematika?) od Richarda Couranta a Herberta Rob-
binse.Tyka se nékterych ptivodnich Plateauovych pokusii,
pii kterych nofil do roztoku driténé ramecky ve tvaru
pravidelnych mnohostént. Nejjednodussim pripadem,
kdy timto tvarem je ¢tyfstén, tedy Gitvar s ¢tyfmi troju-
helnikovymi sténami a Sesti stejnymi hranami, se ovSem
nezabyvali. Nejmensi obklopujici plocha zde ma tvar Sesti
trojihelniki, které se dotykaji ve stfedu ctyfsténu (obr.
36a). Krychlova kostra vyvold o néco komplikované;si
usporadani sestavajici ze tfindcti téméf plochych povrchii
(obr. 36b). Ptipad ¢tyfsténu je v matematice zcela popsan,
ale pripad krychle zatim unika.

Mrizka ve tvaru ¢tyfsténu ilustruje dva vyznamné obec-
né rysy mydlovych blan, které empiricky objevil Plateau.
Podél usecek vychazejicich z miizky do stfedu se vzdy
tfi a tfi mydlové blany dotykaji, a to pod thlem 120°. Ve
stiedu se setkavaji ¢tyfi hrany pod tthlem 109° 28'. Tyto
dva thly maji zdsadni vyznam a objevuji se v§ude, kde

(a) (b)
Obr. 36. (a) Mydlové blany na ¢tyfsténu tvofi Sest rovinnych ploch.
(b) Mydlové blany na krychli tvofi 13 skoro rovinnych ploch.

152




spolu hraniéi nékolik mydlovych blan. Uhly velikosti
120° mezi sténami a 109° 28’ mezi hranami nevznikaji
jen u ¢tyfsténu, ale v kterémbkoli uspofadani mydlovych
blan, jaké si jen Ize pfedstavit - tedy za predpokladu, Ze se
nenachdzeji v néjaké oblasti s nahromadénym vzduchem
(pokud ano, pak je tieba predpokladat, Ze tlak vzduchu
je z obou stran stejny, a tyto sily se tedy vzajemné vyrusi).

Blany vzniklé v péné jsou mirné zakiivené, ale lze je
aproximovat plosnymi sténami. Pfi této aproximaci se oba
zminéné thly objevi ve vnititku pény, i kdyz nikoli u blan
nachdzejicich se v blizkosti vnéjsiho povrchu. Tento fakt
je zakladem pro kuriézni vypocet, jehoz vysledkem je po-
divuhodné ¢islo, které jsme uvedli na zac¢atku této kapi-
toly. Vyjdeme-li z pfedpokladu, Ze péna je tvofrena mnoha
stejnymi mnohostény, jejichZ stény jsou pravidelné mno-
houhelniky s tthly 109° 28’, tedy (coz sice neni mozné, ale
kdo by se tim zdrzoval) mizeme odhadnout priimérné
pocty vrchol, hran a stén v péné (viz vysledky v tabulce).

Plateauova pozorovani tykajici se ihlu 120° byla vza-
péti prokdziana matematicky. Diikaz se ¢asto prisuzuje
velkému geometrovi Jacobu Steinerovi (1837), ale ve sku-
tecnosti jej o mnoho let predbéhli Evangelista Torricelli
a Francesco Cavalieri v roce 1640. VSichni tito matema-
tikové ve skutecnosti studovali analogicky problém pro
trojihelniky. Je-li zadan trojihelnik a v ném bod, nacrtné-
te tfi dsecky spojujici dany bod s vrcholy trojihelnika a se-
¢téte jejich délky. Pro ktery bod je tato hodnota nejmensi?
Odpovéd: je to ten bod, ve kterém se zminéné tfi tisecky
potkavaji pod tthlem 120°. (Samoziejmé za predpokladu,
ze zadny z Ghla trojahelnika neni vétsi nez 120°, jinak je
timto bodem pfislusny vrchol.) Problém mydlovych blan
je mozno zredukovat na problém trojihelnikt pomoci
fezu blany vhodnou rovinou.
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I ——
MIMORADNE MAZANA PENA

Predpokladejme, Ze bubliny v péné tvofi pravidelné mnoho-
stény, jejichZ stény jsou pravidelné mnohouhelniky o n stranach
a viechny thly mezi témito sténami jsou rovny A = 109° 28'.
Zadné takové objekty sice ve skute¢nosti neexistuji, ale my zde
budeme predpokladat, ze ano, a vytvofime si o nich jakousi
mlhavou predstavu. Budeme je nazyvat ,,mlhostény“. Necht ma
dany mlhostén V vrchold, S stén a H hran.

Je zndmo, Ze ma-li pravidelny mnohouhelnik n stran, pot-
kavajicich se pod tGhlem A (méFeno ve stupnich), pak nut-
né n = 360/(180 - A). Je-li naptiklad dhel A pravy, pak n = 4,
tedy jde o ¢tverec, jak bylo mozno uhodnout. Divodem je, ze
n vnitfnich Ghla velikosti 180 - A musi dohromady dat 360°.
Pro A = 109° 28’ vychazi n = 5,104 stran.

Nynfi se nase vypocty trochu zkomplikuji. V kazdém vrcholu
naseho mlhosténu se setkdvaji tfi stény, nebot A je vétsi nez
90°, ale mensi nez 120°. Takze celkovy thel u kazdého vrcholu
¢ini 3A. Poscitame-li tyto hodnoty pres vSechny vrcholy, dosta-
neme celkovy vnitini Ghel 3VA. AvSak stejnou hodnotu obdr-
Zime, jestlize budeme séitat pres vSechny stény, z nichz kazd4
prispiva do celkového thlu hodnotou nA. Takze 3VA = nSA,
neboli 3V = nS = 5,103S, procez

(1) v=1,701S.

Nyni si predstavme H hran. Kazda strana md n hran, coz
celkem dava nS hran. Ale kazda hrana je spole¢na pro dvé sté-
ny, takZe vlastné

(2) H=nF/2 = 2,552F,

Nakonec si vzpomeneme na slavny Eulertv vzorec

(3) S+V-H=2,
ktery plati pro libovolny mnohostén. Pomoci (1) a (2) nahra-
dime Va Hv (3) ndsobky S a dostaneme

$+1,701S - 2,552S = 2, odkud vypoéitdme

$=13,42,V=22,83 a H = 34,25.
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V roce 1976 dokazali Frederick Almgren a Jean Taylor
druhé Plateauovo pravidlo tykajici se ithlu 109° 28'. Je-
jich vynalézavy dikaz probihal v nékolika krocich. Nej-
prve posoudili kazdy vrchol, v némz se stfetava Sest stran
a Ctyfi spole¢né hrany. Dokazali, Ze drobné zakfiveni,
které se u vétsiny mydlovych blan objevuje, je mozno
zanedbat, a bldny je moZno povazovat za plosné. Pak
zaméfili svou pozornost na soustavu kruhovych oblou-
ka vytvofenych priniky téchto rovin s malymi sféra-
mi se sttedem v daném vrcholu. Protoze mydlové blany
tvofi minimalni plochy, jsou tyto oblouky ,, minimalni-
mi kfivkami“ - jejich celkova délka je nejmensi mozna.
Pomoci sférické analogie Torricelliovy-Cavalieriovy vé-
ty se musi tyto oblouky setkavat vzdy po trojicich, a to
pod tthlem 120°. Almgren a Taylor dokazali, Ze tuto pod-
minku spliiuje presné deset riiznych konfiguraci oblou-
kt - jsou ponékud slozité, proto je zde neuvadime. Pro
kazdy z moznych ptipadi si polozili otazku, zda by bylo
mozno jes$té zmensSit celkovou plochu vsech blan nacha-
zejicich se uvnitf sféry tak, ze bychom jednotlivé povrchy
mirné deformovali, naptiklad pfidinim novych kouski
blan. VSechny tyto pfipady by pak bylo mozné zanedbat,
nebot by neodpovidaly minimdlni plose. Tuto procedu-
ru prezily presné tfi piipady. Odpovidajici usporadani
jsou: jedna bladna, ti'i blany setkavajici se pod thly 120°
a konec¢né Sest blan setkavajicich se pod thly 109° 28/,
tedy pfesné tak, jak vypozoroval Plateau. Podrobné ma-
tematické metody potiebné pro tento proces prekrocily
hranice geometrie a patii spiSe do analyzy, tedy kalkulu,
a jejich esoteri¢téjsich ratolesti. Almgren a Taylor vyuzili
abstraktniho konceptu zvaného ,teorie miry“, aby mohli

vvvvvv

nez hladké plochy.
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Pravidlo tykajici se 120° odhaluje nadhernou vlast-
nost dvou prilehlych bublin. Jiz dlouhou dobu prevla-
da nazor, vytvofeny na empirickém ziakladé, Ze kdyz se
dvé bubliny nalepi na sebe, vzniknou tii sférické plochy,
uspofiadané podle obrazku 37. Je-li tomu opravdu tak,
pak mezi poloméry sférickych ploch musi platit piekras-
ny vztah. Ozna¢me poloméry dvou bublin r a s a dale
ozna¢me t polomér plochy, podél které se setkavaji. Pak
plati 1/r=1/s + 1/t. Tento vzorec dokazal Cyril Isenberg
ve své knize The Science of Soap Films and Soap Bubbles (Vé-
decké pojednani o mydlovych blanach a mydlovych bub-
lindch), pfi¢emz nevyuzil nic jiného nez elementarni
geometrii a pravidlo o 120°.

Zbyva jediné: dokazat, Ze plochy jsou ¢astmi sfér. A pra-
vé tento zdanlivé snadny krok zptisobuje nejvétsi potize.
V roce 1995 ziskali dikaz Joel Hass z University of Cali-
fornia v Davisu a Roger Schlafly z Real Software v Santa
Cruz, ale pouze pro bubliny stejného objemu. Jejich dii-
kaz si vyzadal pomoc pocitace, ktery byl donucen spocitat
200 260 integralt spojenych s rtiznymi moznostmi. Ukol
zabral stroji pouhych dvacet minut.

Obr. 37. Domnéla geometrie zdvojené bubliny na bokorysu.
Rotaci ¢ar kolem vodorovné osy dostaneme plochy. Poloméry r, s, t
spliuji rovnici 1/t =1/s+ 1/t.
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Védci se museli skrabat na hlavé jesté dlouhych pét
let, nez se objevilo kyzené tiplné feSeni. V roce 2000 byla
koneéné domnénka dokdzana i pro bubliny s nestejnym
objemem, a to pricinénim Michaela Hutchingse (tehdy ze
Stanfordu, nyni z Berkeley), Franka Morgana z Williams
College, Manuela Rotiré z Granady a Antonia Rosy téz
z Granady.

Diky bublinam stale vznikaji nové a podnétné matema-
tické problémy. V souc¢asné dobé je k dispozici mnohem
vice poznatkt, nez mél Plateau, kdyz poprvé zanoftil své
dratky do mazlavé vody. Neméli bychom zapomenout, zZe
to byly pravé jeho experimenty, které vytvofily pfekrasnou
oblast matematiky - geometrii minimalnich ploch.
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