5. kapitola
Matematika krasy

Vyhoda prace s grupami

Pavodnim tkolem geometrie byl popis riiznych objektt a vztahd,
pozorovanych v okolnim svété. Zrakem vnimdme nejen struktury tvaru
objekti, v8imdme si i jinych jejich struktur. Jako typicky piiklad si
uvedme symetrii. Symetrie snéhové vlocky ¢ kvétiny viditelné souvisi
s geometrickou pravidelnosti téchto objektd. Zkoumdni struktury syme-
trie zachycuje hluboky a abstraktni pohled na tvar. Symetrické objekty
na nds pusobi vyvdZené a harmonicky, proto nazyvdme jejich studium
matematikou krdsy.

Symetrii zkoumdme prostfednictvim transformaci objekta. Transfor-
mace je specidlnim typem funkce. Jako p¥iklad mohu uvést otocent, posu-
nuti, osovou soumérnost, zvétSovdni nebo zmensovdni objektu. Symetrii
néjakého dtvaru nazyvame takovou transformaci, kterd ponechd objekt
nezménény. Transformovany objekt vypadd po proméné stejné jako pfed
ni, pouze jeho jednotlivé body mohou byt transformaci pfemistény.

Oc¢ividnym pfikladem symetrického obrazce je kruh. Transforma-
cemi, které kruh nezméni, jsou otoleni kolem jeho stfedu (o jakkoli
velky thel a v obou smérech), osovd soumérnost podle libovolné osy
prochdzejici stfedem a jakdkoli kone¢nd kombinace otoceni a osové
soumérnosti. Je zfejmé, Ze bod vyznacdeny na obvodu kruhu miiZze po
transformaci zaujmout jinou pozici. Kruh, ktery je néjakym zptisobem
oznaceny, jiz nemusi byt symetricky ani vzhledem k otd¢enf, ani vzhledem
k osové soumérnosti. Oto¢ime-li cifernik hodin o 90° proti sméru hodi-
novych rudicek, pak se &islo 12 dostane na ptivodni misto ¢isla 9. Hodiny
tedy vypadaji jinak. Oto¢ime-li cifernikem kolem svislé osy otd¢ent, kterd
prochdzi Cisly 12 a 6, pak si &isla 9 a 3 vyméni mista. Cifernik je opét
jiny. Oznacené kruhy se tedy symetrii p¥ili§ nevyznacuji. Aviak samotny
kruh - bez jakychkoli znacek — je symetricky.

Je-li dén libovolny ttvar, pak grupa symetrii tohoto ttvaru je mno-
Zinou vSech invariantnich transformaci vzhledem k danému ttvaru.
Transformace néleZejici do této grupy obrazec vibec nezméni — tvar,
poloha a orientace obrazce je po transformaci stejnd jako pfed ni.
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Grupa symetrif kruhu se skldd4 ze v§ech moZnych kombinaci otoceni
kolem stfedu (o jakykoli thel a v libovolném sméru) a osové sou-
mérnosti (vzhledem k libovolné ose prochdzejici stfedem). Invariance
kruhu vzhledem k otoleni kolem stfedu se nazyvd rotacni symetrie.
Invariance vzhledem k soumérnosti podle osy prochdzejici stiedem se
nazyvd zrcadleni. Oba tyto druhy symetrie jsou rozpoznatelné zrakem.

Jestlize S a T jsou libovolné dvé transformace z grupy symetrif kruhu,
pak sloZend transformace, kterd vznikne nejprve provedenim transfor-
mace S a potom T, je také ¢lenem grupy symetrii kruhu, tj. ponechdvd
kruh nezménény. Tato sloZend transformace se obvykle znadi T o S.
(V nékterych piipadech se pouZivd opa¢né pofadi symboli, které souvisi
s abstraktnim vztahem mezi grupami a funkcemi. V této knize se jim
vSak nebudeme zabyvat.)

SloZen{ dvou transformaci ve tfeti pfipomind operace s¢itdni a nd-
sobeni, kde kombinaci libovolnych dvou &fsel dostdvame tteti &islo.
Matematika v tomto okamZiku pfirozené zajimd, jakymi vlastnostmi se
vyznaluje transformace sloZend ze dvou transformaci z grupy symetrii
kruhu.

Pruni viastnost: skldddni transformaci je asociativni. Jestlize S, T, W
jsou transformace z grupy symetrii, pak plati

SoT)oW=S8So(ToW).

V tomto ohledu se skldddn{ transformaci podobd s¢itdni a ndsoben{
v oboru pfirozenych ¢&isel.

Drubd vlastnost: operace skliddni md neutrdlni prvek, ktery neméni
Z4dnou transformaci. Jednd se o nulové otoceni, tj. otoceni o thel 0°.
Nulové otolent, oznaéme jej I, lze sloZit s libovolnou dalsi transformaci
T, ptiCemZ dostdvdme

Tol=1oT=T.

Otoceni I zde zfejmé hraje stejnou roli jako ¢&islo 0 pti s¢itdn{ a &islo 1
pfi ndsobent.

Treti viastnost: ke kazdé transformaci existuje inverzni transformace.
JestliZe je T libovolnd transformace, pak existuje transformace S takovd, Ze

ToS=S8SoT=1

Inverzni transformaci k otocenf je otocenf o stejny tdhel, ale v opaéném
sméru. Inverzi k osové soumérnosti je tatdZz osovd soumérnost. Abychom
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ziskali inverzi k libovolné kone¢né kombinaci otocen{ a osovych soumér-
nosti, musime provést kombinaci zpétnych otoceni a zpétnych osovych
soumérnosti, které rusi efekt pivodnich transformaci. Za¢neme u po-
sledni operace, kterou anulujeme, pak anulujeme pfedposledni, déle
predchdzejici atd.

Existence inverzi je vlastnost sdilend s operaci s¢itdni pro celd &isla:
pro kazdé celé ¢&islo m existuje celé &islo n takové, Ze

m+n=n+m=0,

kde 0 je nulovy prvek pro s¢itdni. Pak plati, Ze # = —m. To jiZ samoziejmé
neplati pro ndsobeni celych &isel: pro kazdé celé &islo m neexistuje celé
islo n tak, aby

mxn=nxm=1,

kde 1 je jednotkovy prvek pro ndsobeni. Ve skute¢nosti pouze pro ¢isla
m=1am = —1 existuje dal§i celé &slo n vyhovujici vySe uvedené
rovnici.

Zivérem mlZeme Fici, Ze libovolné dvé symetrické transformace
kruhu Ize sloZit ve vyslednou tfeti transformaci, kterd je také symetrickd
a navic m4 tfi ,aritmetické“ vlastnosti: asociativitu, existenci jednotko-
vého prvku a existenci inverzniho prvku.

Podobné miZeme analyzovat i jiné symetrické obrazce. Vyse uvedené
vlastnosti symetrickych transformaci, které jsme si pfibliZili na p¥ikladé
kruhu, se vyskytuji v matematice tak ¢asto, Ze vedly k vytvofeni pojmu
grupa. P¥ipomefime si, Ze jsme tento termin jiZ pouZili pro ,grupu syme-
trif“. Kdykoli matematik studuje néjakou mnoZinu objektt (feknéme G)
a operaci (oznadime si ji symbolem ), kterd pfifazuje kazdym dvéma
prvkiim x, y € G dal§i prvek xxy € G, pak mnozina G se nazyvd grupa,
jestliZe jsou splnény ndsledujici tfi podminky:

G1. Pro kaidé x, v,z € G plati, Ze (x xy) xz = x * (y * 2).

G2. Existuje e € G takové, Ze pro kazdé x € G plati xxe = exx = x.

G3. Pro kaidé x € G existuje y € G takové, Ze plati xxy = yxx = e,

kde e je prvek z podminky G2.

MnoZina v8ech symetrickych transformaci kruhu tedy tvof{ grupu. Ne-
mélo by ndm délat potiZe piesvédit se, Ze jestlize je G mnoZinou viech
symetrickych transformaci libovolného obrazce a operace * je sloZenim
dvou symetrickych transformaci, pak vysledkem je grupa.
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Z dtivéjsich pozndmek by mélo byt také jasné, Ze je-li G mnoZinou
celych ¢&isel a operace x s¢itdnim, pak vyslednd struktura je opét grupou.
To jiz neplati pro celd &sla s operaci ndsobeni. Je-li v§ak G mnoZina
raciondlnich &sel (s vyjimkou nuly) a operace * je ndsobenim, pak opét
dostdvdme grupu.

Odlisny ptiklad grupy poskytuje kone¢nd aritmetika, o niZ jsem se zmi-
nil v 1. kapitole. Celd &isla 0, 1, ..., 7 — 1 s operac s¢itdni pfi modulu 7
jsou grupou pro libovolné pfirozené #. Je-li n prvocislo, pak pfirozend ¢isla
1, 2, ..., n— 1 tvofi grupu vzhledem k operaci ndsobeni pfi modulu 7.

Tyto tfi ptiklady jsou pouhym zlomkem problematiky grup. V moderni
matematice — v Cisté i aplikované — se grupy nalézaji téméf v§ude. Pojem
grupa byl poprvé formulovdn na po¢dtku 19. stoleti, tehdy se vSak neobjevil
ve spojitosti s aritmetickymi ani symetrickymi transformacemi, ale jako du-
sledek zkouman{ polynomidlnich algebraickych rovnic. Kli¢ové myslenky,
které si pozdéji v této kapitole pfibliZime, vyslovil Evariste Galois.

Grupa symetrif daného obrazce je matematickd struktura, kterd v jistém
smyslu zachycuje jeho vizudlni symetrii. V pifpadé kruhu je tato grupa
symetrii nekone¢nd, protoZe existuje nekone¢né mnoho tihla otodeni a ne-
kone¢né mnoho poloméru, podle nichZ Ize kruh zobrazit v osové symetrii.
Bohatost grupy symetrickych transformaci kruhu je zfejmd z vysokého
stupné vizudln{ symetrie — ,dokonalé symetrie“, které si povSimneme
okamZité pfi pohledu na kruh.

Na druhém konci spektra se nalézd naprosto nesymetricky obrazec,
jehoZ grupa symetrif se skldd4 pouze z jediné transformace, kterd je iden-
tickd. Snadno zjistime, Ze tento specidlni pfipad splituje podminky grupy,
stejné jako ¢islo 0 tvofi samo o sobé grupu vzhledem k operaci s¢itdni.

Nez se podivdme na dalsi ptiklad grup, je uZite¢né se na chvili zastavit
u podminek G1, G2 a G3, které urcuji, zda dand mnoZina spolu s operaci
tvof{ grupu, ¢i ne.

Prvni podminku G1 — podminku asociativity — davérné zndme z p¥i-
padu aritmetickych operaci s¢itdni a ndsobenf (ackoli neplati pro odéitdni
a délenf).

Podminka G2 ud4v4 existenci jednotkového prvku. Tento prvek musi
byt jednoznacéné urceny, protoZe kdyby existovaly dva prvky e, i s vlast-
nosti G2, pak aplikovdnim této vlastnosti dvakrdt po sobé dostdvame, Ze

e=exi=1,
coZ znamend, 7e e a i jsou jeden a tentyZ prvek.
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Z posledniho poznatku plyne existence pouze jediného prvku e vy-
hovujictho podmince G3. Navic plati, Ze k libovolnému prvku x € G
existuje pouze jeden prvek y € G takovy, Ze jsou splnény poZadavky pod-
minky G3. To lIze také docela snadno dokdzat. Pfedpoklddejme, Ze oba
prvky y a z odpovidaji prvku x z podminky G3. Tedy pfedpoklddejme,
Ze platf:

NHxxy=yxx=¢e
R)xxz=zxx=c¢.

Dile plati:

y=y*e= (podle vlastnosti prvku e)
=yx(x*xzg) = (podle 2. rovnice)
=(y*xx)xz = (podle G1)

—exz= (podle 1. rovnice)

=z (podle vlastnosti prvku e)

CoZ znamend, e y a z jsou jeden a tyZ prvek. ProtoZe v podmince
G3 existuje k danému prvku x prdvé jeden prvek y, je vhodné tomuto
prvku dédt jméno: nazyvd se inverzni prvek k x a ¢asto jej oznacujeme
symbolem x~!. Tim jsme pravé dokdzali vétu z matematického oboru
znamého jako teorie grup, kterd fikd, Ze v libovolné grupé existuje ke
kazdému prvku jednoznaéné uréeny inverzni prvek. Tuto jednozna¢nost
jsme pravé logicky odvodili z axiomt pro grupy (ze ti{ pavodnich
podminek G1, G2, G3).

Ackoli je toto tvrzeni po strance formulace i diikazu velmi jedno-
duché, ukazuje ndm ohromnou silu abstrakce. V matematice najdeme
mnoho pfiklada grup. Pojmem grupa zachycujeme vysoce abstraktni
princip, ktery spojuje mnohé z téchto piiklada. ProtoZe jsme pouhym
pougitim axiomii pro grupy dokdzali, Ze inverzni prvky jsou jednozna¢né
ddny, vime, 7e tento fakt bude platit pro libovolnou grupu. Zadné dalsi
zkoumdni nenf nutné. JestliZe se zitra setkime s néjakym novym druhem
matematické struktury, o které ddle zjistime, Ze je grupou, budeme
okamZité védét, Ze ke kazdému prvku této grupy existuje jediny inverzn{
prvek. Zdroveii budeme védét, Ze objevend struktura md kazdou vlast-
nost, kterou lze v abstraktnim tvaru odvodit ze samotnych zdkladnich
axiomil pro grupu.

Cim vice nalezneme prikladii pro abstraktni struktury, jakymi jsou
naptiklad grupy, tim vice se ndm nabiz{ aplikaci, které vychdzeji z od-
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vozenych tvrzeni. Cena, kterou platime za rozsifené obzory, spocivd
v nutnosti prace s vysoce abstraktnimi strukturami abstraktnich objekt.
V teorii grup vétSinou nezdleZi na charakteru prvka grupy & grupové
operace. Prvky mohou byt ¢&isla, transformace nebo dalsi druhy objekta.
Operaci miiZe byt s¢itani, ndsobeni, kombinace transformaci — v podstaté
cokoli. Podstatné je pouze to, aby prvky spolu s operaci spliiovaly axiomy
pro grupu (axiomy G1, G2, G3).

Z4véretnd poznimka k axiomtim grup se bude tykat jejich vlastni
formulace. V podminkdch G2 a G3 jsou kombinace napsdny dvéma
zpusoby. Ctendf obeznameny s komutativnimi aritmetickymi zdkony si
zfejmé poloZi otdzku, pro¢ byly axiomy napsdny timto zpiisobem. Pro¢
je matematici jednoduse nepisi jednim smérem, feknéme

X*e=x
za podminky G2 a
xxy=e
za podminky G3? Pro¢ nepfidaji dal$f axiom — komutativni zdkon:
G4. Pro kazdé x,y € G plati, Ze x x y = y % x

Odpovéd zni: matematici takto grupu nedefinuji, protoZe pfidany axiom
G4 by vedl k vylouceni mnohych ptikladd, které by chtéli zkoumat.

Ackoli mnoho grup symetrii nesplituje komutativni podminku G4,
velky pocet dalSich typd grup ji vyhovuje. Diky tomu dostaly grupy
vyhovujici podmince G4 specidlni nazev. Rikd se jim Abelovy grupy
podle norského matematika Nielse Henrika Abela. Studium Abelovych
grup tvofi podstatnou &dst teorie grup.

Pro dalf piiklad grupy symetrii se podivejme na rovnostranny troj-
tihelnik na obrédzku 5.1. Tento trojihelnik m4d pfesné Sest symetrickych
transformaci: identickou transformaci I, otoceni proti sméru hodino-
vych rucicek v o 120° a w o 240° a osovou soumérnost x, y, z podle
piimek X, Y, Z v uvedeném potadi. (P¥imky X, Y, Z zlistdvaji na stejném
misté.) Neni nutné uvddét otoceni ve sméru hodinovych rucicek, pro-
toZe otoCeni 0 120° ve sméru hodinovych rucicek je ekvivalentn{ otoceni
0 240° proti sméru hodinovych ruci¢ek. Podobné otoceni o 240° ve
sméru hodinovych ruci¢ek md stejny efekt jako otoceni o 120° proti
sméru hodinovych rucicek.
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