Obr. 42 Krabi kanon, M. C. Escher (okolo 1965).
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8. Krabi kanon

Achilles a Zelva se nahodné potkali pii prochdzce v parku.

Zelva: Srdené vas zdravim, pane A.

Achilles: 1ja vas, drahy pfiteli.

Zelva: Mam takovou radost, Ze jsem vés potkal.

Achilles: Ctete mi myslenky.

Zelva: Skvély napad, vydat se na prochazku! Nad to prosté nen!

Achilles: Myslite? Tak to se mi hned ptjde domi veseleji. Vezmu to pésky.

Zelva: Mimochodem, vypadéte dnes mimotadné skvéle, to je tfeba Fici.

Achilles: O, tisiceré diky. Udélal jste mi obrovskou radost.

Zelva: Ale jdéte. Nedate si doutnicek?

Achilles: Neodolatelna myslenka. Ale zrovna v tomhle oboru Holandani moc vkusu
neptedvedli, nezda se vam?

Zelva: V tomto bodé se neshodneme. Ale kdyZ mluvime o vkusu, nedavno jsem
v galerii konecné zhlédl ten Krabi kanon od vaseho oblibence M. C. Eschera
a musim vam fici, Ze mé uplné uchvatila jeho nadhera a duchaplnost, to pfe-
krasné tematické schéma, které ubiha stejné doptedu i dozadu. Ale stejné si
nemohu pomoci, pofad mi pfipada Bach jesté o néco uzasnéjsi nez Escher.

Achilles: To je otazka filozoficka. Ale jedna véc je jista. Argumentace zaloZzena na
osobnim vkusu mi jiZ nikterak nevadi. De gustibus non est disputandum.

Zelva: Povézte mi, prosim, jaké to je, kdyZ je ¢lovék tak stary jako vy? Je pravda,
co se fika, tedy ze clovék vaseho véku nema zadné starosti?

Achilles: Smytec. A taky jeden nema takové ty smésné bariéry.

Zelva: Av ¢em je to jiné?
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8. KRABI KANON

Achilles: Ted hraju na kytaru.

Zelva: Ja myslel, Ze vy hrajete na celo.

Achilles: Ja ne, ale muj dobry pfitel. Ten hraje casto, blazen. Ja osobné bych si dal
radéji pozor, abych se celofila nedotkl ani dvoumetrovym klackem.

(Ndbhle, kde se vzal, tu se vzal, objevi se Krab, energicky si to razuje a viem uk¥ivdéné
ukazuje své zmodralé oko.)

Krab: Hola zdola! Kde jsou vase kola? Mate se celkem dobfte, nebo jen zpola?
Vidite tu ranu, co jsem dostal k ranu? Malem jsem byl v panu. No jestli! A zrovna
v tak krasny den. To byste nevéfilil Nenucené si to flakam parkem, kdyz tu se
prede mnou vztyci s tyci ten kolohnat z Helsinek — medvéd tlustsi nez Franta
Nedvéd — a co nedéla, jako Ze hraje na celo. Padneme do jetelicka, zahrajem si
metalicka! Na vejsku mél dobrejch deset stop, to kdyz se budu drzet hodné pfi
zemi. No co, ja se hned tak néceho neleknu, krab neni srab, vyrazim rovné na
férovku proti chlapovi, vytahnu se k nebestim, a fakt se mi podatilo klepnout
ho klepetem do kolena, a povidam: ,Hele, sorry, $éfe, ale trochu jste tady téma
svejma hotkosladkejma apokalyptickejma sagama zasfinil parcik. No ale to by
jeden nevétil! Chlap viibec nema smysl pro humor, neoceni moji slovni hticku,
a rovnou fach! Napalil mi hned jednu pfimo do vokal Kdyby to bylo zapsano
v povaze mého rodu, tak byste koukali, hosankové, do jakyho modrobilyho
kiizku bych se s nim pustil. Av3ak v souladu s tim, co je psano v genech (a léty
provéfena tradice ukazuje, Ze se to mymu rodu dost vyplaci), radsi jsem z toho
vycouval. Koneckoncti, my kdyz mazeme dozadu, tak vlastné jdeme dopfedu. Ne
snad? Prosté to mam v genech. Pofad to to¢im tam a zpatky. Coz mi pfipomina,
co tu vlastné bylo prvni, krab, nebo gen? Nad tim mi ztstava rozum stat uz
hezky dlouho. Jinymi slovy, co tu vlastné bylo posledni, gen, nebo krab? Potad
to to¢im tam a zpatky. Prosté to mam v genech. Snadné. Koneckonct, my kdyz
jdeme dopfedu, tak vlastné mazeme dozadu. Tak kon¢i muj kus. Toz ¢us! Je ¢as
dat se v klus! At vam neujede bus! A zrovna v tak krasny den. No jestlil Vénujte
vzpominku nebohému krabul! Ja na vas dlabu! S pisni na rtech vpted! Chochd!
Oleé!

(Nacez krab zmizi stejné rychle, jako se objevil.)

Zelva: Mdj dobry pfitel. Ten si zahrava ¢asto, blazen. Ja osobné bych si dal radéji
pozor, abych se dvoumetrového klacka celofina nedotkl.

Achilles: Ja myslel, Ze vy hrajete na Celo.

Zelva: Ted hraju na kytaru.

Achilles: A v cem je to jiné?

Zelva: Smytec. A taky jeden nema takové ty smésné bariéry.

Achilles: Povézte mi, prosim, jaké to je, kdyz je clovék tak stary jako vy? Je pravda,
co se Tika, tedy ze clovék vaseho véku nema zadné starosti?

Zelva: To je otdzka filozoficka. Ale jedna véc je jistd. Argumentace zaloZena na
osobnim vkusu mi jiz nikterak nevadi. Disputandum non est de gustibus.
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8. KRABI KANON

Obr.43 Zde vidime kratky tsek jednoho z Kra-
bovych gent, ktery se neustale to¢i dokola.
Pokud bychom rozpletli obé vlakna DNA a po-
lozili je vedle sebe, pak by vypadala takto:
SITTTTTTTITCGAAAAAAAAA...
SAAAAAAAAAGCTTTTTTTTT..

Vsimnéme si, Ze obé vldkna jsou stejnd, jen
jedno bézi vpfed a druhé vzad. Touto vlast-
nosti se v hudbé definuje forma zvana krabi
kdnon (nebo také ,raci). Caste¢né to pripomind
(i kdyz v trochu jiném havu) palindromatické vé-
ty, které se Ctou stejné zeptedu i zezadu. V mole-
kularni biologii se podobné tseky DNA nazyvaiji
~palindromy*. To je ponékud nepfesné, ,krabi
kanon“ by byl mnohem vhodnéjsim nazvem.
Nejenze je tento usek DNA krabové-kanonicky,
ale navic jeho zakladni struktura odpovida struk-
tufe dialogu. Pfesvédcte se o tom samil

Achilles: V tomto bodé se neshodneme. Ale kdyZ mluvime o vkusu, nedavno jsem
na koncerté konecné vyslechl ten znamy Krabi kanon od vaseho oblibence
J.S. Bacha a musim vam fici, Ze mé uplné uchvatila jeho nadhera a duchaplnost,
to nadherné tematické schéma, které ubiha stejné doptedu i dozadu. Ale stejné
si nemohu pomoci, pofad mi pfipada Escher jesté o néco tizasnéjsi nez Bach.

Zelva: Neodolatelna myslenka. Ale zrovna v tomhle oboru Holandani moc vkusu
neptedvedli, nezda se vam?

Achilles: Ale jdéte. Nedate si doutnicek?

Zelva: O, tisiceré diky. Udélal jste mi obrovskou radost.

Achilles: Mimochodem, vypadate dnes mimotadné skvéle, to je tieba Fici.

Zelva: Myslite? Tak to se mi hned pijde domt veseleji. Vezmu to pésky.

Achilles: Skvély napad, vydat se na prochazku! Nad to prosté nent!
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8. KRABI KANON

Zelva: Ctete mi myslenky.

Achilles: Mam takovou radost, Ze jsem vas potkal.
Zelva: 1ja vas, drahy priteli.

Achilles: Srde¢né vés zdravim, pane Z.
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KAPITOLA OSMA

TYPOGRAFICKA TEORIE CISEL

KRABOV KANON A NEPRIMA AUTOREFERENCE

Neptima autoreference se v Krabim kanonu objevuje hned tfikrat. Achilles a pan
Zelva si povidaji o dilech M. C. Eschera a J. S. Bacha, kterd maji shodou okolnosti
stejnou strukturu jako samotny dialog. (Pfedstavte si to prekvapeni, kdyz jsem si
to uvédomil!) A do tfetice, Krab popisuje biologickou strukturu (fetézec DNA),
o které plati totéz. Samozfejmé se muze stat, ze nékdo si pfecte dialog a plné
pochopi jeho obsah, avsak zcela mu unikne, ze dialog jako celek ma strukturu
krabiho kanonu. Zkratka a dobfe, porozumi pouze jedné urovni vyznamu, ale
druhé si nevsimne. Abychom odhalili autoreferenci, musime se soustfedit jak na
formu, tak na obsah dialogu.

V této kapitole se budeme zabyvat formalnim systémem, ktery se nazyva Typogra-
ficka teorie Cisel a ktery budeme oznacovat zavedenou zkratkou TNT (jez v naSem
kontextu znamena ,Typographical Number Theory*, nikoli ,trinitrotoluen” znamy
z kontextd jinych). Pozdéji se seznamime s Godelovou konstrukei, ktera vychazi
z toho, ze zkoumame jak formu, tak obsah fetézct tohoto systému. Godel objevil
necekany trik, jak lze do obsahu fetézcli otisknout jejich formu. Pojdme se tedy
seznamit se systémem, ktery je schopen ovinout sam sebe.

CO CHCEME UMET VYJADRIT V TNT

Zatneme tim, ze uvedeme piiklady typickych tvrzeni teorie Cisel. Poté se pokusime
nalézt vhodné elementarni pojmy, jejichz pomoci by 8lo tato tvrzeni preformulovat.
Nakonec si zvolime symboly, které pfifadime jednotlivym elementarnim pojmtm.
Hned na pocatku je vhodné pfipomenout, Ze ,teorie Cisel“ se zabyva vlastnostmi
ptirozenych Cisel, popfipadé vlastnostmi mnozin ptirozenych cisel. Pfirozend cisla
tvofi nula a vSechna kladna cela Cisla. Zapornymi Cisly se teorie Cisel nezabyva.
Kdykoliv tedy pouzijeme slovo ,cislo®, vzdy tim budeme myslet pfirozené ¢islo. Je
velmi dilezité peclivé rozlisovat mezi formalnim systémem (TNT) na jedné strané
a méné striktné definovanou (fikejme ,neformalni*) teorii ¢isel jako standardnim
oborem matematiky na strané druhé. Teorii ¢isel budeme také fikat ,teorie N*.

A zde jsou slibené ptiklady tvrzeni teorie N (teorie Cisel):

(D 5 je prvocislo.
(2) 2 neni druha mocnina.
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NUMERALY

3 1729 je soucet dvou tietich mocnin.

) Zadny soucet dvou kladnych tfetich mocnin neni tfeti mocninou.
(5) Existuje nekonetné mnoho prvocisel.

(6) 6 je sudé cislo.

Mohlo by se zdat, ze budeme potiebovat symboly pro mnoho raznych pojmi jako
~prvocislo, ,tieti mocnina“ nebo ,kladny“ — tyto pojmy vsak nejsou elementarni.
Naptiklad prvociselnost souvisi s déliteli daného ¢isla a délitelé zase souvisi s na-
sobenim. Rovnéz tfeti mocninu lze definovat pomoci nasobeni. Pokusme se tedy
uvedena tvrzeni preformulovat pomoci jednodussich pojmui:

(1") Neexistuji ¢isla a a b vétsinez 1 takova, Ze a krat b se rovna 5.

(2") Neexistuje Cislo b takové, ze b krat b se rovna 2.

(3") Existuji cisla b a ¢ takova, ze b krat b krat b plus ¢ krat ¢ krat ¢ se rovna
1729.

(4") Pro vsechna cisla b a ¢ vétsi nez 0 plati, Ze neexistuje Cislo a takové, ze
a krat a krat a se rovna b krat b krat b plus ¢ krat ¢ krat c.

(5") Pro kazdé cislo a existuje Cislo b vétsi nez a s vlastnosti, Ze neexistuji cisla
cadvétsinez 1 takova, Ze b se rovna ¢ krat d.

(6") Existuje Cislo e takové, Ze 2 krat e se rovna 6.

Tato analyza nds vyrazné posunula smérem k elementarnim prvkim jazyka teorie
Cisel. Vidime, Ze nékteré vyrazy se znova a znova opakuijt:

pro viechna cisla b krat
existuje cislo b takové, Ze plus
vetsi nez 0,1,2,..
se rovna

Vétsiné z nich pfifadime symboly. Vyjimkou je ,vétsi nez“, které jesté dale rozlo-
Zime — tvrzeni ,a je vétsi nez b“ vyjadiime takto:

Existuje Cislo ¢ razné od O takové, Ze a se rovna b plus c.

NUMERALY

Nebudeme pfifazovat symbol kazdému ptfirozenému cislu zvlast. Znaceni zave-
deme podobné jako v pfipadé pr-systému — kazdé pfirozené cislo obdrzi slozeny
symbol sestaveny podle jednoduchého pravidla. Pfirozena ¢isla budeme oznacovat
takto:

nula: 0

jedna: SO

dva: SS0

tFi: SSS0
atd.
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8. TYPOGRAFICKA TEORIE GiSEL

Symbol § interpretujeme jako ,nasledovnik®. Proto napfiklad interpretace fetézce
$S0 je ,nasledovnik nasledovnika nuly“. Tyto fetézce budeme nazyvat numeraly.

PROMENNE A TERMY

Nepochybné potfebujeme zavést oznaceni pro blize neurcena cisla — proménné.
K tomu nam poslouZi pismena a, b, ¢, d a e. Pét pismen by nam ale nestacilo.
Abychom méli k dispozici neomezenou zasobu symbolt pro proménné, budeme
postupovat podobné jako s atomy ve vyrokovém poctu — za pismena lze pFipojit
libovolny pocet ¢arek. Proménnymi jsou tak naptiklad:
e d/ c// b/// a////

Pouzivani péti pismen je svym zptisobem piepych, protoze bychom plné vystacili
s pismenem a, za které bychom dopliovali rizné pocty carek. Pozdéji skutecné
vypustime pismena b, ¢, d a e a budeme pracovat s ,asketickou® verzi TNT, ve které
a budeme vyuzivat vech pét pismen.

A jak se vypofadame se s¢itanim a nasobenim? Tim nejjednodussim zptisobem:
pro ,plus® a jkrat“ pouzijeme bézné symboly ,+“ a ,-“. AvSak pozor — pfi zapisu
scitani a nasobeni budeme dtsledné pouzivat zavorky (zde se nam zacina rysovat
definice dobfe utvoteného fetézce TNT). Napfiklad ,b plus ¢* a ,b krat ¢ zapiSeme

takto: (b+0)
(b-¢)

Pravidlo o zavorkach je bezpodminecné nutné dodrzovat. Pokud bychom zavorky
vynechali, nedostali bychom dobfe utvotfenou formuli. (Pro¢ ,formuli“? V ramci
TNT se obvykle hovofi o dobfe utvofenych formulich. Proto i my budeme casto
misto ,fetézec TNT* pouzivat slovo formule.)

Scitani a nasobeni budeme chapat jako bindrni operace. To znamena, Ze je vzdy
aplikujeme pravé jen na dvé Cisla, a nikdy ne na tfi, ctyfi ¢i vice cisel. Pokud tedy
chceme symbolicky vyjadrit ,,1 plus 2 plus 3%, musime si vybrat jednu z nasleduji-

cich alternativ: (S0 + (S50 + S550))
((S0 + SS0) + SSS0)

Také rovnost budeme oznacovat zptisobem, ktery se nabizi: pouzijeme symbol ,=*.
Vyhoda toho, Zze pfebirame symboly z teorie N (tedy z neformalni teorie cisel),
je zfejma: jazyk TNT se nam bude dobfe Cist. Nevyhoda je stejna jako ta, kterou
prinasi pouzivani slov ,bod“ a ,pfimka“ ve formalnim systému geometrie: musime
byt obezietni a mit neustale na paméti rozdil mezi standardnim (neformalnim)
vyznamem daného symbolu a jeho chovanim podle striktnich pravidel formalniho
systému. Kdyz jsme si povidali o geometrii, psali jsme béZzna slova malymi pismeny,
kdezto slova jako prvky formalniho systému velkymi pismeny — naptiklad v elip-
tické geometrii BOD odpovidal dvojici bodt. Zde nic takového délat nebudeme.
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VOLNE PROMENNE A KVANTIFIKATORY

Proto budeme muset neustéle vynakladat intelektualni usili, abychom formalni
symboly nezaménovali s rliznymi asociacemi, které vyvolavaji. Jak jsme zdaraznili
u pr-systému: fetézec — — — neni Cislo 3, nybrz pouze plati, ze chovani fetézce — — —
ve formalnim systému je izomorfni s chovanim ¢isla 3 (pfinejmensim co se scitani
tyce). Totéz lze fici v pfipadé TNT o fetézci SSSO.

ATOMY A SYMBOLY VYROKOVEHO POGTU
V INT budeme pouzivat viechny symboly vyrokového poctu kromé pismen pro
oznacovani atomt (P, Q a R) a tyto symboly budeme také stejnym zplisobem
interpretovat. Roli atomt budou hrat formule, které 1ze interpretovat jako tvrzeni
o rovnosti, napiiklad S0 = SS0 nebo (S0 - S0) = S0. Nyni jsme jiz dostate¢né vybaveni
k tomu, abychom mohli ptelozit jednoducha tvrzeni do formalniho jazyka TNT:
2 plus 3 serovna 4: (550 + SSS0) = SSSSO
2 plus 2 se nerovna 3:  ~(5S0 + SS0) = SSSO
Jestlize se 1 rovna O, pak se O rovna 1: (S0 =0 — 0 = SO0)

Prvni formule je atom; ostatni jsou slozené formule.

Poznamka: Slovo ,a“ ve vyrazu ,1 a 1 se rovna 2“ znamena totéz co ,plus®, proto
pii prekladu pouzijeme symbol ,+“ (a samoziejmé nezbytné zavorky); ziskame
atom (S0 + S0) = S00.

VOLNE PROMENNE A KVANTIFIKATORY
Vyse uvedené dobte utvotrené formule maji jednu spole¢nou vlastnost — kazdou
z nich interpretujeme jako vétu, ktera je bud pravdiva, nebo nepravdiva. Avsak
nékteré dobte utvotené formule tuto vlastnost nemaji. Podivejme se napfiklad na
formuli:

(b +S0) =SSO
Tuto formuli interpretujeme jako ,b plus 1 se rovna 2. Tomuto tvrzeni neumime
prifadit pravdivostni hodnotu, protoze b neni urcené (je to proménna). Je to po-
dobné, jako kdyz v néjaké vété pouzijeme zdjmeno bez uvedeni dalsich souvislosti,
napfiiklad ,Ona je nejapna“. Tato véta neni ani pravdivd, ani nepravdiva — ocekava
se od nds, Ze ji upfesnime. V tomto ptipadé fikame, ze formule je oteviend a Ze b je
jeji volnd proménna.

Formuli, ktera neobsahuje Zadnou volnou proménnou, nazyvame uzavfend for-
mule nebo také sentence. Otevienou formuli miZeme pfeménit na sentenci tak, ze
na zacatek véty, kterou dana oteviena formule vyjadiuje, doplnime kvantifikdator —
bud vyraz ,existuje islo b takové, Ze...“, nebo vyraz ,pro vsechna ¢isla b plati, ze“.
V prvnim ptfipadé dostaneme tvrzeni, které je pravdivé:

Existuje Cislo b takové, Ze b plus 1 se rovna 2.
Ve druhém ptipadé dostaneme tvrzeni, které je zjevné nepravdivé:

Pro vSechna Cisla b plati, Ze b plus 1 se rovna 2.
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8. TYPOGRAFICKA TEORIE GiSEL

Nyni zavedeme symboly pro oba kvantifikatory a pfelozime tato tvrzeni do jazyka

INT: 3b: (b + S0) = SSO (,3A“ zastupuje ,existuje®.)

Vb: (b +S0) =SSO (,V“ zastupuje ,pro vsechna“.)

Tim jsme vytvofili sentence (uzaviené formule). Je tfeba zdlraznit, Ze sentence
uz nevypovidaji o blize neurcenych ¢islech; prvni z nich je tvrzeni o existenci Cisla
s urcitou vlastnosti, druha sentence je univerzalni tvrzeni, Ze vsechna Cisla maji
urcitou vlastnost. Poznamenejme, Ze vyznam sentenci se nezméni, kdyz pouzijeme
jinou proménnou, naptiklad ¢ misto b:

Jc:(c+50) =SSO
Vc:(c+S0) =SS0

Proménnou, na kterou se vaze néjaky kvantifikator (také fikame, ze kvantifikator
danou proménnou kvantifikuje), nazyvame vazanda proménna. Nasledujici dva
priklady formuli nazorné ukazuji rozdil mezi volnymi a vazanymi proménnymi:
(b-b) =550 (oteviena formule; proménna b je volna)
~3b:(b - b) =SS0 (uzaviena formule neboli sentence; proménna b je vazand)

Prvni formule vyjadiuje vlastnost, kterou mohou mit pfirozena cisla. V daném
pripadé pochopitelné zadné pfirozené Cislo tuto vlastnost nema — a toto tvrzeni
vyjadfuje pravé druhd formule. Je velmi dtlezité porozumét rozdilu mezi formuli
s volnou proménnou, ktera vyjadtuje vlastnost, a formuli s vazanou proménnou, ktera
vyjadiuje bud pravdu, nebo nepravdu. Pieklad formule s alesponi jednou volnou
proménnou (tedy oteviené formule) do pfirozeného jazyka nazyvame predikadt.
Je to véta bez podmétu (pfipadné s podmétem vyjadfenym bliZze neurcenym
zajmenem). Piiklady (nearitmetickych) predikatt jsou:
.je véta bez podmétu®
,by byla anomalie”
,2ubiha stejné doptedu i dozadu*
,na pozadani vytvoril Sestihlasou fugu®

Tyto predikaty vyjadfuji vlastnosti, které urcité objekty mohou (ale nemusi) mit.
Mohli bychom k nim pfipojit néjaky fiktivni podmét, jako tieba ,to a to“. Formule
s volnou proménou pak pfipomina predikat s podmétem ,to a to“. Naptiklad
formule s volnou proménnou b

(S0+S0)=h

jako by fikala , 1 plus 1 se rovna to a to* — vyjadfuje vlastnost, kterou miize mit
Cislo b. Jestlize bychom za b postupné dosazovali rizné numeraly, ziskali bychom
fadu sentenci, z nichz vétsina by vyjadfovala nepravdu. Rozdil mezi otevienymi
formulemi a sentencemi ukazeme jesté na dvou ptikladech. Formule

Vb:Ve(b+c)=(c+b)
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NASE TVRZENI V JAZYCE TNT

je sentence, ktera tvrdi, Ze scitani je komutativni operace (také fikame, Ze b komu-
tuje s ¢). Na druhou stranu

Ve(b+c)=(c+h)

je oteviena formule, protoze proménna b je volna. Vyjadfuje vlastnost, kterou mtze
mit blize neurcené ¢islo b — vlastnost, Ze pfi s¢itani komutuyje s jakymkoliv ¢islem c.

NASE TVRZENI V JAZYCE TNT
Nyni jiz mame k dispozici kompletni slovnik, s jehoz pomoci mtZzeme vyjadrit
libovolné tvrzeni teorie ¢isel! Prekladat slozita tvrzeni teorie N do jazyka TNT, stejné
tak jako chapat vyznam dobfte utvofenych formuli, vyZaduje jistou zrucnost, kterou
1ze ziskat jediné na zakladé zkuSenosti. Proto se nyni vratime k Sesti tvrzenim, ktera
jsme uvedli na zacatku kapitoly, a pfelozime je do jazyka TNT. Mimochodem, je
tfeba si uvédomit, ze pfeklad zdaleka neni jednoznacny. Pro kazdé tvrzeni existuje
mnoho (dokonce nekone¢né mnoho) zpusobt, jak ho vyjadfit formalné.
Zatneme s poslednim tvrzenim: ,6 je sudé ¢islo®. To jsme preformulovali pomoci
jednodussich pojmu jako ,Existuje ¢islo e takové, Ze 2 krat e se rovna 6. V tomto
pripadé je pieklad jednoduchy:

Je:(SS0 - €) = SSSSSS0
Je zfejmé, ze bez kvantifikatoru bychom se neobesli. Nestacilo by napsat jenom:
(SSO - e) = SSSSSSO

Interpretace této formule neni pochopitelné ani pravdiva, ani nepravdiva; pouze
vyjadiuje vlastnost, kterou mtize mit ¢islo e.
JelikoZ vime, Ze nasobeni je komutativni operace, mohli bychom stejné tak dobte
psat:
Je: (e - SSO) = SSSSSSO
A protoze vime, Ze rovnost je symetricka relace, mohli bychom v rovnici klidné
zaménit pravou a levou stranu:

Je: SSSSSS0 = (5SSO0 - )

Uvedené tfi preklady vyroku ,,6 je sudé cislo” jsou rozdilné formule. Proto nemusi
nutné platit, ze kdyz je néjaka z téchto formuli teorémem, pak i zbylé dvé formule
jsou teorémy. (Je to podobné jako s fetézci——p—q—-——a—-p——q———v pr-systému —
fakt, Ze prvni fetézec je teorém, bezprostiedné nesouvisi s faktem, ze i druhy fetézec
je teorém. Dojem, ze oba fetézce jsou rovnocenné, vznika v nasich myslich. Je tomu
tak proto, ze my lidé téméf automaticky pfemyslime o interpretacich formuli,
a nikoliv o jejich strukturalnich vlastnostech.)
S druhym tvrzenim ,2 neni druha mocnina“ se vyporadame snadno a rychle:

~3b: (b - b) =SS0
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Nicméné ani v tomto pfipadé neni pteklad jednoznaény. Co kdybychom zvolili
nasledujici verzi?
Vb:~(b - b) =SS0

Prvni verze fika ,Neplati, Ze existuje Cislo b takové, Ze druha mocnina b je 2%,
zatimco druha verze fika ,Pro vSechna Cisla b neplati, Ze druha mocnina b je 2.
Znovu pripomenme, Ze pro nds maji obé verze stejny vyznam — avsak pro TNT to
jsou dvé odlisné formule.

Podivejme se na tfeti tvrzeni: ,1729 je soucet dvou tietich mocnin®. V tomto
piipadé pouzijeme dva po sobé jdouci existencni kvantifikatory:

3b: 3¢ $555SS...555550 = (((b - b) - b) + ((c - ©) - ©))
1729 krat

Také zde se nabizi mnoho alternativ. Mtizeme zménit pofadi kvantifikatord, zamé-
nit pravou a levou stranu rovnice, zaménit proménné d a e, prohodit oba scitance,
zapsat jinym zplUsobem nasobenti atd. atd. Za zvlastni pozornost vsak stoji dvé
nasledujici verze:

Ib: 3c: (((SSSSSSSSSSO - SSSSSSSSSS0) - SSSSSSSSSS0)-+
+((SSSSSSSSSO - SSSSSSSSS0) - $555555550)) = (((b - b) - b) + ((c - €) - €))

Ib: Jc: (((SSSSSSSSSSSSO - SSSSSSSSSSSS0) - SSSSSSSSSSSS0)+
+((80- 50 - S0)) = (((b - b) - b) + ((c- ) - ©))

Uhadnete pro¢?

PREKLADATELSKE TRIKY

Nyni se zaméfime na &tvrté tvrzeni: ,Zadny soucet dvou kladnych tfetich mocnin
neni tfeti mocninou.” Nejdfive pro jednoduchost predpokladejme, Ze si pfejeme
vyjadrit pouze: , 7 neni soucet dvou kladnych tfetich mocnin®. Toho dosdhneme
nejjednodussim zptisobem tak, ze budeme negovat formuli, ktera tvrdi ,,7 je soucet
dvou kladnych tfetich mocnin®. To je ale velmi podobné tfetimu tvrzeni, které
jsme jiz pfelozili. Musime pouze néjak pfidat podminku, Ze tfeti mocniny maji byt
kladné. Pomtizeme si malym trikem — pfed proménné vlozime symbol S:

Ab: 3¢: SSSSSSSO = (((Sh - Sb) - Sb) + ((Sc - Sc) - Sc))

Vidime, Ze tfeti mocnina se nepocita pfimo z b a ¢, nybrz z jejich nasledovnika.
A nasledovnici jsou zajisté kladna c¢isla, protoze nejmensi hodnota, kterou mo-
hou nabyt proménné b a ¢, je nula. Prava strana rovnice proto vyjadfuje soucet
dvou kladnych tfetich mocnin. Mimochodem si povSimnéme, Ze v ptekladu vy-
razu ,existuji ¢isla b a ¢ takova, Ze ...“ nenajdeme symbol ,A%, ktery zastupuje ,a“.
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Tento symbol pouzivame pouze tehdy, kdyZz spojujeme kompletni dobfe utvofené
formule. JestliZze za sebe fadime dva kvantifikdtory, symbol ,A“ nepouzivame.
Prelozili jsme tedy tvrzeni ,7 je soucet dvou kladnych tfetich mocnin“ a nyni
potiebujeme vytvorit jeho negaci. To udélame prosté tak, ze na zacatek celého fe-
tézce ptridame vlnovku. (Poznamka: Nemusime negovat kazdy kvantifikator zvlast,
pfestoze piekladany vyraz zni ,Neexistuji Cisla b a ¢ takova, Ze ...“.). Dostaneme:

~3b:3c: SSSSSSS0 = (((Sb - Sh) - Sb) + ((Sc - Sc) - Sc))

Nasim koneénym cilem je vyjadfit, ze tuto vlastnost maji vsechny tieti mocniny,
a ne jenom Cislo 7. Numeral SSS55SS0 proto zaménime fetézcem ((a - a) - a)), ktery
je prekladem vyrazu ,tfeti mocnina a“:

~3b:3c:((a-a)-a)) = (((Sb- Sb) - Sb) + ((Sc - Sc) - Sc))

Tim jsme obdrzeli formuli, ktera je oteviend, protoze jeji proménna a je zatim volna.
Tato formule vyjadtuje vlastnost, kterou miize mit ¢islo a. My bychom v3ak radi
tvrdili, Ze tuto vlastnost maji vSechna Cisla. A to uz je jednoduché — pred cely
dlouhy fetézec pridame univerzalni kvantifikator:

Va:~3b:3c:((a-a)-a)) = (((Sb-Sb) - Sh) + ((Sc - Sc) - Sc))
Stejné dobra je i nasledujici verze prekladu:
~Ja:Ab:Ac:((a-a)-a)) = (((Sb - Sh) - Sb) + ((Sc - Sc) - Sc))
V asketické TNT bychom pouzili @’ misto b a a” misto ¢ a dostali bychom formuli:
~Ja:3a’:3a":((a-a)-a)) = (((Sa’ - Sa’) - Sa’) + ((Sa” - Sa”’) - Sa’"))

Ajak si poradime s prvnim tvrzenim: ,,5 je prvocislo“? Toto tvrzeni jsme pfepsali
jako: ,Neexistuji ¢isla aa b vétSinez 1 takova, Ze 5 se rovna a krat b“. Opét pouzijeme
trik a formulaci jesté jednou pozménime: , Neexistuji ¢isla a a b takova, Ze 5 se rovna
a plus 2 krat b plus 2“. Tato nova verze ¥ika to samé co verze piedchozi diky tomu,
Ze hodnoty proménnych a a b nabyvaji pfirozenych &isel. Vyraz ,b plus 2“ bychom
nyni mohli ptelozit jako (b +SS0), ale my pouZijeme jesté kratsi alternativu: SSh.
Podobné ¢ plus 2 mizeme psat jako SSc. Tim dospéjeme k nanejvys stru¢nému

prekladu:
~3b: 3¢: SSSSSO = (SSb - SSc)

Bez vlnovky na pocatku by formule tvrdila, Ze existuji dvé pfirozena Cisla, ktera
kdyz obé zvétsime o 2 a poté vynasobime, daji 5. Pocatecni vinovka celé toto tvrzeni
popira — vysledna formule proto fika, Ze 5 je prvocislo.

Reknéme, Ze bychom nyni radi pozménili toto tvrzent tak, aby fikalo, Ze d plus e
plus 1 je prvocislo. Nejrychlejsi cesta je prosté a jednoduse nahradit numeral pro
Cislo 5 fetézcem (d + Se):

~3b:3c:(d + Se) = (SSb - SSc¢)
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Opét mame otevienou formuli, jejiz interpretace neni ani pravdiva, ani nepravdiva,

a ktera vyjadfuje urcitou vlastnost blize neurcenych cisel d a e. VSimnéme si, zZe

Cislo reprezentované fetézcem (d + Se) je nutné vétsi nez d, protoze vznikne pficte-

nim néjakého kladného ¢isla k ¢islu d. Jestlize nyni proménnou e kvantifikujeme

existencnim kvantifikatorem, dostaneme (stale jesté otevienou) formuli, ktera fika:
Existuje prvocislo, které je vétsi nez d.

Je: ~3b:Ic:(Sd +€) = (SSh - SSc)

Nyni zbyva uz jen prohlasit, Ze vlastnost, kterou tato formule vyjadiuje, ma li-
bovolné ¢islo d. To udélame tak, Ze proménnou d kvantifikujeme univerzalnim
kvantifikatorem:

Vd:3e: ~3b:3c: (Sd +e) = (SSh - SSc)

A vysledna sentence je pfekladem patého tvrzeni!

CVICENI PRO CTENARE

Dokoncili jsme pteklad Sesti tvrzeni z teorie Cisel, kterd jsme ptedlozili na zacatku
kapitoly, to vSak stile neznamend, Ze byste se jiz stali experty na jazyk TNT.
K tomu je tfeba zvladnout mnoho dalsich zaludnosti. Uvedeme nyni Sest pfikladt
dobte utvofenych formuli, na kterych si mizete vyzkouset, jak rozumite jazyku
TNT. Co jednotlivé formule fikaji? Které z nich jsou (pochopitelné poté, co je
interpretujeme) pravdivé a které ne? (Napovéda: Pfi tomto cviceni je vhodné
postupovat vzdy zprava doleva. Nejdfive preloZime atom; poté promyslime, co
znamena pfidani jednoho kvantifikdtoru nebo vlnovky; znova se posuneme nalevo
a pridame dalsi kvantifikator nebo vlnovku; a totéz udélame jesté jednou do

tretice.) ~Vc:3b: (S50 - b) = ¢

Ve ~3b:(SS0-b) = ¢
Vc:ab: ~(SS0 - b) = ¢
~3b:Vc:(SS0 - b) = ¢
db: ~Vc:(SS0-b) =¢
db:Vc: ~(SS0-b) =¢

(Dalsi napovéda: Pravdivé jsou bud dvé, nebo ¢tyti z uvedenych formuli, ostatni
jsou nepravdivé.)

JAK ROZEZNAT PRAVDU 0D NEPRAVDY?

Dospéli jsme k urc¢itému mezniku, a proto je vhodné se pozastavit a znova nabrat
dech. Zamysleme se kratce nad tim, co by znamenalo mit formalni systém, ktery
by proséval formule a oddéloval pravdivé zrno od nepravdivych plev. Na rozdil
od clovéka, ktery vnima formule jako urcita tvrzeni, by takovy systém s kazdou
formuli nakladal jako se strukturou, ktera ma jistou formu, ale nikoliv obsah.
Choval by se jako sito, kterym projdou pouze struktury s pozadovanou fazonou —
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»fazonou pravdivosti“. Jestlize jste si prosli Sest formuli z pfedchoziho cviceni
a na zakladé vyznamu rozhodli o jejich pravdivosti, musite ocenit rafinovanost,
jakou by musel mit systém, ktery by umél udélat totéz pomoci typografickych
pravidel! Hranice, ktera oddéluje Fisi pravdivych tvrzeni od fiSe nepravdivych
tvrzeni (zapsanych v jazyce TNT), je vSechno jiné nez pfima linie; ve skutec¢nosti
je tvofena spoustou zradnych zakrut (pfipomenme si obrazek 18). Matematici
Vymyslet typografickou metodu, ktera by kazdou formuli neomylné ptifadila na
spravnou stranu hranice, to by byl vskutku bravurni kousek!

PRAVIDLA PRO DOBRE UTVORENE FORMULE

V pfedchozim vykladu jsme se postupné seznamili s riznymi pravidly, jak vytvaret
dobfe utvotené formule v TNT. Jisté nebude od véci, kdyz nyni vsechna pravidla
prehledné shrneme. Nejdiive definujeme numerdly, proménné a termy. Tyto tfi
typy fetézcli samy o sobé jesté nejsou dobfe utvorené formule, ale tvofi jejich
stavebni kameny. Nejmensi dobfe utvotené formule jsou atomy, ze kterych je pak

a vytvoii z ného jiny fetézec stejného typu, ktery je delsi. V nasledujici tabulce
symboly ,x“ a ,y“ zastupuji dobfe utvotené formule, symboly ,s*, ,t* zastupuji
termy a symbol ,u“ zastupuje proménnou. Netieba zdlraziovat, Ze téchto pét
symboll nepatii do jazyka TNT.

NUMERALY.
0 je numeral.
Jestlize pfed numeral doplnime S, pak takto vznikly fetézec je také numeral.
Priklady: 0 SO SSO SSSO SSSSO  SSSSSO

PROMENNE.
a je proménna. Pokud nepracujeme v asketické verzi TNT, pakib, ¢, d a e jsou
proménné.
Jestlize za proménnou pridame carku, pak i takto vznikly fetézec je proménna.
Priklady: a b " d” €

TERMY.
Numeraly a proménné jsou termy.
Jestlize pfed term doplnime S, pak takto vznikly fetézec je také term.
Jestlize s a t jsou termy, pak i fetézce (s +t) a (s - t) jsou termy.
Priklady: 0 b SSa’ (S0-(SS0+c)) S(Sa- (Sh-Sc))

TerMY mUtZeme rozdélit do dvou kategorii:
(1) UzAVRENE termy, které neobsahuji Zadnou proménnou.
Priklady: 0 (S0 +S0) SS((SSO - SS0) + (S0 - S0))
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(2) OTEVRENE termy, které obsahuji proménné.
Priklady: b Sa (b+S0) (((S0+S0)+S0)+e)

Vyse uvedena pravidla nam fikaji, jak vytvofit casti dobte utvofenych formuli,
zbyvajici pravidla nam fikaji, jak je sestavit do tiplnych dobfe utvofenych formuli.

ATOMY.

Jestlize s a t jsou termy, pak fetézec s = t je atom. Atom je dobfe utvorend formule.
Priklady: SO =0 (SSO+ SS0) =SSSSO S(b+c¢)=((c-d)-e)

Jestlize atom obsahuje proménnou u, pak u je v tomto atomu volnd proménna.
Posledni atom v pfikladech ma ¢tyfi volné proménné.

NEGACE.
Jestlize pfed dobfe utvofenou formuli doplnime vlnovku, pak takto vznikly
fetézec je také dobte utvofend formule.
Priklady: ~S0=0 ~3b:(b+b)=S0 ~(0=0—S0=0) ~b=50

Negace neméni charakter proménné (to znamend, Ze volna proménna ziistava
v takto vzniklé formuli volnou a vazana proménna v ni zlstava vazanou).

SLOZENE FORMULE.
Jestlize x a y jsou dobfe utvofené formule a Zadna volna proménna v jedné
z formuli neni vazana v druhé formuli, pak nasledujici fetézce jsou také dobte
utvorené formule:

(xAY), (xVy), (x—y).
Priklady: (0=0A ~0=0) (b=bv ~3cc=b) (S0=0— Ve ~3b:(h+b)=c)

Charakter proménnych se v takto vzniklych formulich neméni.

KVANTIFIKACE.
Jestlize u je proménna a x je dobfe utvotend formule, ve které je proménnd u
volna, pak nasledujici fetézce jsou dobfe utvofené formule:
Jux a Vux
Proménna u je v takto vzniklych formulich vazana.
Priklady: Vh:{b=b v ~3cc=b) Vc~3Ib:(b+b)=c ~3JcSc=d

OTEVRENE FORMULE obsahuji alespon jednu volnou proménnou.
Pfiklady: ~c=c b=b (¥Vb:b=b A ~c=c)

UZAVRENE FORMULE (SENTENCE) neobsahuji volné proménné.
Priklady: SO0=0 ~Vd:d=0 3Jc(Vb:b=b A ~c=c)
Tim jsme dokoncili prehled pravidel pro vytvafeni dobie utvofenych formuli.
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