KAPITOLA SEDMA

SJEDNOCENA TEORIE

Reseni prvniho problému pro mé bylo jako ritudlni zasvéceni do tajného
femesla matematiky. Byla to Stastna nahoda, Ze mé nasledujici matematicky
projekt, na kterém jsem s Fuksem pracoval, pfivedl k jadru Langlandsova
programu, jedné z nejhlubsich a nejvice vzrusujicich matematickych teorii,
které vznikly za poslednich 50 let. O svém projektu vam budu vypravét poz-
déji. Cilem této knihy je mnohem vic nez jen popsat mou osobni zkusenost.
Jejim cilem je ukazat zazraky moderni matematiky a dokazat, Ze zalezi pte-
devsim na predstavivosti a prukopnickém mysleni. Langlandstv program je
toho skvélym pfikladem. Lze ho vnimat jako sjednocenou teorii veskeré ma-
tematiky, protoze odkryva a zdtraznuje skryté a necekané souvislosti mezi
riznymi matematickymi obory.

Matematika se skldd4 z mnoha podoblasti. Casto se zda, Ze je jejich ob-
sah odlisny a Ze matematici, ktefi v téchto podoblastech pracuji, mluvi
riznymi jazyky. A pravé proto je myslenka ,sjednoceni® zdanlivé rtiznoro-
dych oblasti do jednoho uceleného systému natolik vyznamna. Je to, jako
bychom najednou porozuméli cizimu jazyku, ktery jsme se zoufale snazili
naucit.

Je uzitetné o matematice premyslet jako o jedné velké skladacce, u které
nevime, jak bude na konci vypadat. Reseni této skladacky je kolektivnim di-
lem tisict lidi. Ti pracuji ve skupinach podle svych obort: mame algebraiky,
matematiky zabyvajici se teorii Cisel, geometry a tak dale. Kazda skupina jiz
vytvotila maly ,ostrtivek® ve velkém obraze, ale po vétSinu historie matema-
tiky nebylo ziejmé, jak by se tyto ostrtvky mohly jednoho dne spojit. Vétsina
matematiki dodnes pracuje na rozsifovani svych ostrivka a pouze ¢as od
casu se najde nékdo, kdo zahlédne urcité souvislosti. Kdyz k tomu dojde, od-
hali se stéZejni prvky celkového obrazu, coz dava souvisejicim matematickym
oblastem novy vyznam.

Pfesné to udélal Robert Langlands, s tou vyjimkou, Ze se nesnazil propojit
pouze nékolik ostravki. Langlandstiv program, ktery odstartoval ke konci
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Obr. 17: Robert Langlands ve své pracovné v Princetonu, 1999. Fotografie Jeff
Mozzochi.

60. let, se stal pokusem o nalezeni mechanismu, ktery nam pomuze propojit
mnoho oblasti bez ohledu na jejich zdanlivou nesourodost a nepropojenost.

Langlands je nyni emeritnim profesorem matematiky v Institutu pokro-
¢ilych studii v Princetonu, kde sedi v pracovné, kterou dfive obyval Albert
Einstein. Je to neobycejné talentovany muz s neuvéfitelnym ptrehledem. Na-
rodil se v roce 1936 a vyrostl v jednom méstecku nedaleko Vancouveru, kde
jeho rodice podnikali ve dfevozpracujicim primyslu. U Langlandse je zaraze-
jici, ze mluvi mnoha jazyky: anglicky, francouzsky, némecky, rusky a turecky,
prestoze pfed nastupem na vysokou Skolu neumél kromé rodné anglictiny
zadny dalsi jazyk.!

Mél jsem s nim moznost tzce spolupracovat a nase konverzace ¢asto pro-
bihala v rustiné. Jednoho dne mi poslal seznam ruskych autort, které cetl
v originale. Tento seznam byl tak rozsahly, Ze snad ptecetl vice ruské lite-
ratury neZ ja, a¢ je rustina mym rodnym jazykem. Casto jsem si fikal, zda
Langlandsovy jazykové dovednosti néjak souvisi s jeho schopnosti propojo-
vat rizné oblasti matematiky.

Ustfednim bodem Langlandsova programu je pojem symetrie, se kterym

jsme se jiz seznamili. Mluvili jsme o symetrii v geometrii: naptiklad Ze libo-
volné otoceni kulatého stolu je jeho symetrii. Studium téchto symetrii nas
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zavedlo k pojmu grupy. Pak jsme si ukazali, Ze grupy se v matematice obje-
vuji v riznych podobach: jako grupy rotaci, copankové grupy a dalsi. Pravé
grupy nam pomohly klasifikovat elementarni ¢astice a predpovédét existenci
kvark. V Langlandsové programu se objevuji grupy, které se vyuzivaji pfi
studiu cisel.

Abychom si to vysvétlili, budeme nejprve mluvit o ¢islech, s nimiz se
setkavame v kazdodennim Zivoté. Kazdy z nas se narodil v konkrétnim roce,
zije v.domé s konkrétnim ¢islem, ma telefonni cislo, PIN kod pro pfistup
k bankovnimu uctu a tak dale. VSechna tato ¢isla maji néco spole¢ného:
kazdé z nich mizeme ziskat tak, Ze seCteme nékolik kopii ¢isla 1: 1 + 1 je 2,
1+ 1+1je3 atak dale. Témto ¢islim fikame pfirozena cisla.

Mame také Cislo 0 a zaporna ¢isla —1,-2,-3, ... Spolecné se tato cisla
nazyvaji ,cela“. Cela ¢isla tedy zahrnuji pfirozena ¢isla, ¢islo O a cisla opacna
k pfirozenym cislim.

MtzZeme vSak narazit na ¢isla, ktera jsou o néco obecnéjsi. Cena v dolarech
je Casto zapisovana jako $2,59, coz znamena dva dolary a 59 centt. To je
totéz jako 2 plus zlomek 59/100, neboli 59 x 1/100. Vyraz 1/100 znaci
takové mnoZstvi, které po secteni 100 jeho kopif dava 1. Cisla tohoto typu
se nazyvaji racionalni ¢isla neboli zlomky.

Dobrym ptikladem racionalniho ¢isla je jedna ctvrtina, ktera je matema-
ticky reprezentovana zlomkem 1/4. Obecnéji, pro libovolna dvé celd cisla m
a n lze vytvofit zlomek m/n. Jestlize m a n maji spolecného délitele, oznacme
jej jako d (tedy m = dm' a n = dn"). Cislem d pak mtZeme zlomek vykra-
tit a misto m/n psat m'/n'. Naptiklad 1/4 mutze byt reprezentovana také
jako 25/100, a tak Americané fikaji, ze ctvrtak je totéz jako 25 centd.

Vétsina Cisel, s nimiz se denné setkavame, jsou pravé zlomky ¢ili racionalni
Cisla. Existuji také Cisla, ktera nejsou racionalni. Pfikladem je druha odmoc-
nina ze 2, kterou zapisujeme jako /2. Je to Gislo, jehoz druha mocnina je
rovna 2. Geometricky je v/2 délka prepony pravouhlého trojihelniku, jehoz
odvésny maji délku 1.

Ukazalo se, Ze ji nelze vyjadrit ve tvaru m/n, kde m a n jsou dvé ptirozena
Cisla.2 Mtizeme ji ovéem aproximovat racionalnimi cisly, kdyZ postupné be-
reme prvnich par cifer jejtho desetinného rozvoje: 1,414 2, potom 1,414 21,
potom 1,414 213 a tak dale. Nehledé na to, kolik desetinnych mist ponecha-
me, bude to stale jen pfibliznd hodnota - vzdy totiz budou schazet desetinna
mista, ktera jsme pominuli. Zddné ¢islo s koneénym desetinnym rozvojem
nikdy pfesné nevystihne v/2.
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Obr. 18: Pravouhly trojihelnik s pfeponou délky v/2 a s odvésnami délky 1.

Vime, Ze takové Cislo existuje, protoze /2 je délka prepony vyse vyobra-
zeného trojuhelniku, neni ale obsazeno v systému racionalnich ¢isel.

Takovych cisel miizeme najit mnoho: v/3 nebo teti odmocnina ze 2 a dal3i.
Potfebujeme najit systematicky zptisob, jak takova ¢isla ptipojit k racionalnim
Cislim. Pro nazorné vysvétleni pfirovnejme racionalni cisla k salku caje.
MtzZeme jej vypit samotny nebo jej dochutit pfidanim cukru, mléka, medu ¢i
rtizného kofeni. Cisla jako v/2 a v/3 pak hraji stejnou roli jako tyto pfidané
ingredience.

Pokusme se nejprve pfidat v/2. To bude analogie k pfidani kostky cukru
do naseho 3dlku ¢aje. Takze 4/2 vhodime mezi racionalni ¢isla a budeme po-
zorovat, jaky Ciselny systém vznikne. Budeme-li chtit v ramci tohoto systému
nasobit ¢isla, musime do néj zahrnout vSechna ¢isla, ktera jsou nasobky ra-
ciondlnich ¢isel a v/2. Takové Gisla jsou tvaru ?\/i N4s ciselny systém tedy
musi obsahovat viechny zlomky ** (racionalni ¢isla) a viechna ¢isla ve tvaru
%ﬁ Potfebujeme také scitat, takze do systému musime zahrnout i soucty

m k
—+=V2.
n o1

Vidime, Ze ¢isla v tomto tvaru jiz obsahla ve, co potfebujeme. Jinymi slovy,
Ze s nimi mizeme provadét viechny bézné operace - scitani, od¢itani, naso-
beni a déleni - a vysledkem bude opét ¢islo daného tvaru.? To predstavuje
nas salek caje s kostkou cukru, ktera je v ném zcela rozpusténa.

Tento novy ciselny systém ma jistou skrytou vlastnost, kterou racionalni
Cisla nemaji. Ukazuje se, Ze tento ¢iselny systém obsahuje symetrie. A ty pro
nas budou predstavovat pomyslnou branu do tajuplného svéta cisel.
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»Symetrii“ je zde mysleno pravidlo, které jakémukoli ¢islu ptitadi néjaké
jiné cislo. Jinymi slovy, symetrie transformuje kazdé cislo na jiné Cislo ze stej-
ného ciselného systému. Budeme fikat, Ze symetrie je pravidlo, pomoci néhoz
se kazdé cislo ,,posune® na jiné cislo. Takové pravidlo by mélo byt slucitelné
s operacemi s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni. Zatim neni zcela jasné, proc¢
bychom se symetriemi ¢iselného systému méli zabyvat. Ale v nasledujicim
textu si vie vysvétlime.

Nas ciselny systém ma neutralni symetrii, tedy pravidlo, podle néhoz se
kazdé cislo posune samo na sebe. Je to, jako kdyZz oto¢ime sttl o nula stupnt
a kazdy jeho bod zlistane na svém misté.

Nas ciselny systém ma také netrivialni symetrii. Vsimnéme si, ze V2 je
feSenim rovnice x> = 2. Pokud nahradime x hodnotou v/2, bude tato rov-
nost platit. Tato rovnice ma ale ve skutecnosti dvé feseni: jednim z nich
je /2 a druhym je —v/2. Kdyz jsme vytvafeli nas novy ciselny systém, pridali
jsme k racionalnim ¢isltm obé tato ¢isla. Prehozenim obou hodnot ziskame
symetrii tohoto ¢iselného systému.

Pro lep$i nazornost se jesté vratme k analogii s Salkem caje, kterou poupra-
vime. Reknéme, Ze v $dlku ¢aje rozmichame kostku bilého cukru a kostku
hnédého cukru. Prvni z nich je jako v/2 a druha z nich je jako —v/2. Je zFejmé,
ze kdybychom je zaménili, tak by se vysledna chut ¢aje nezménila. Stejné tak
bude zaména v/2 a —v/2 symetrii nadeho ciselného systému.

Racionalni ¢isla po této zaméné zlistanou nezménéna.? To znameng, ze
Cislo ve tvaru 7 + %\/i prejde na cislo 7 — %\/5 Jinymi slovy, u kaz-
dého cisla zménime pouze znaménko pred v/2 a viechno ostatni nechame
stejné.5

Nas ciselny systém je jako motyl: cisla * + %\/i jsou jako Supinky na
kfidlech motyla a symetrie téchto Cisel, ktera zaménuje v/2 a —v/2, je jako
symetrie motyla, ktera zaménuje jeho kfidla.

Obecnéji miizeme uvazovat i jiné rovnice s proménnou x, nejen x* =2
napiiklad kubickou rovnici x> — x + 1 = 0. Pokud fedeni takové rovnice
nebude nélezet do racionalnich ¢isel (tak jako je tomu ve vyse uvedenych
rovnicich), pak ho mtZzeme k racionalnim ¢islim pfipojit. K racionalnim
Cislim mtzeme dokonce pfipojit feSeni nékolika takovych rovnic najednou.
Timto zptisobem ziskame mnoho rozdilnych ciselnych systému neboli, jak
fikaji matematici, ciselnych téles. Vyraz téleso odkazuje na skutecnost, Ze tento
Ciselny systém je uzavieny vzhledem k operacim s¢itani, od¢itani, nasobeni
a déleni.



7. SJEDNOCENA TEORIE

o 7/* ;’

Obr. 19: Evariste Galois.

Stejné jako v pfipadé ciselného télesa, které jsme ziskali pFidanim v/2,
obecna Ciselna télesa obsahuji symetrie slucitelné s témito operacemi. Sy-
metrie daného c¢iselného télesa se mohou uplatiiovat jedna za druhou (lze
je skladat) stejné jako symetrie geometrickych ttvard. Nemélo by nas tedy
prekvapit, Ze tyto symetrie tvofi grupu. Této grupé se fika Galoisova grupa
ciselného télesa,® na pocest francouzského matematika Evarista Galoise.

Galoistv ptibéh je fascinujici. Je jednim z nejromantictéjsich ptibéhi o ma-
tematicich. Byl to génius, ktery jiz ve svém mladi ucinil pfevratné objevy,
zemfel vSak po souboji ve svych dvaceti letech. Existuji rizna vysvétleni, co
bylo skute¢nym dtéivodem souboje z 31. kvétna 1832. Néktefi tvrdi, Ze za tim
stala Zena, jini zase tvrdi, Ze souvisel s jeho politickymi aktivitami. Je zfejmé,
ze Galois byl pfi vyjadfovani svych politickych nazortt nekompromisni a ze
se mu béhem jeho kratkého Zivota podaftilo znepratelit mnoho lidi.

Bylo to doslova na sklonku jeho Zivota, kdyz uprostred noci za svitu svicek
dokonc¢il rukopis, v némz popsal své myslenky tykajici se ¢iselnych symetrii.
V podstaté se jedna o milostny dopis, ve kterém s celym lidstvem sdili své
pozoruhodné objevy. Grupy symetrii, které Galois objevil a které dnes nesou
jeho jméno, jsou dalsimi divy svéta, stejné jako egyptské pyramidy nebo
visuté zahrady v Babylonu. Rozdil je v tom, Ze za nimi nemusime cestovat
v Case ani na jiny svétadil. MtiZzeme je obdivovat, at jsme kdekoli. To, co je
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na nich tak podmanivé, neni jenom jejich krasa, ale také jejich vyuzitelnost
v realném svété.

Galois pfedbéhl svou dobu, a to bylo jeho dilu paradoxné nejvice na
Skodu. Jeho myslenky byly tak radikalni, Ze jim jeho soucasnici nerozuméli.
Francouzska akademie véd jeho ¢lanky dvakrat odmitla a trvalo skoro 50 let,
nez byla jeho prace publikovana a docenéna ostatnimi matematiky. Dnes ji
povazujeme za jeden z pilift moderni matematiky.

Galois prenesl myslenku symetrie, kterou intuitivné zname z geometrie,
do poptedi zajmu teorie Cisel. Navic ukazal, jak mocna tato myslenka je.

Uz pred Galoisem matematici hledali explicitni vzorce pro feSeni rovnic
typu x? = 2ax> —x + 1 = 0, tedy takzvanych polynomickych rovnic. Je
smutné, ze se ve Skole tyto vzorce stale vyucuji, prestoze od Galoisovy smrti
uplynula jiz dvé stoleti. Naptiklad nas nuti pamatovat si vzorec pro feseni
obecné kvadratické rovnice (rovnice druhého stupné)

ax> +bx+c=0

v zavislosti na jejich koeficientech a, b, c. Nebudeme zde tento vzorec uva-
dét, abychom zbyte¢né nevyvolali nepfijemné vzpominky - staci védét, ze
obsahuje druhou odmocninu.

Existuje i podobny, jen jesté komplikovanéjsi vzorec pro feSeni obecné
kubické rovnice (rovnice tfetiho stupné)

ax> +bx> +ex+d =0,

ktery zahrnuje treti odmocniny. Reseni polynomické rovnice (tedy vyjadfent
jejich kofenlt pomoci druhych odmocnin, tfetich odmocnin a tak dale) se
s rostoucim stupném rovnice stava ¢im dal komplikované;jsi.

Obecny vzorec pro feSeni kvadratickych rovnic znal uz v 9. stoleti persky
matematik Al Chvarizmi (vyraz ,algebra“ pochazi ze slova ,al-dzabr*, které
se objevilo v nazvu jeho knihy). Vzorce pro feSeni kubickych a kvartickych
rovnic (rovnic 3. a 4. stupné) byly objeveny v prvni poloviné 16. stoleti.
Dal$im pfirozenym cilem se pak stala kvinticka rovnice (rovnice 5. stupné).
Hledani vzorce pro jeji feSeni zapocalo jiz 300 let pfed Galoisem, ale béhem
celé té doby v badani nedoslo k Zzadnému pokroku. Galois si uvédomil, Ze
si matematici cela stoleti kladli Spatnou otazku, a misto hledani explicitniho
vzorce zaméfil svou pozornost na grupu symetrii ¢iselného télesa, které
ziskame pfidanim feSeni této rovnice k racionalnim ¢islam - tedy na to, co
dnes nazyvame Galoisova grupa.
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Ukazuje se, ze popsat Galoisovu grupu je mnohem snazsi iloha nez nalézt
explicitni vzorec pro feSeni polynomickych rovnic. I kdyz nebudeme znat
ona feSeni, stejné o grupé muzeme Fict néco smysluplného. Z toho pak
muzeme odvodit diilezité vlastnosti, které bude feSeni spliovat. Strucné
feceno, Galois ukazal, Ze vzorce pro feSeni ve tvaru kofend (to jest ve tvaru
druhych odmocnin, tfetich odmocnin a tak dale) existuji pravé tehdy, kdyz
ma odpovidajici Galoisova grupa obzvlast jednoduchou strukturu. Grupu
s takovouto strukturou dnes matematici nazyvaji pojmem fesitelnd grupa.
Pro kvadratické, kubické a kvartické rovnice jsou Galoisovy grupy vzdy
fesitelné. Proto muZzeme feSeni téchto rovnic zapisovat pomoci kofent. Galois
ale ukazal, Ze grupa symetrii typické kvintické rovnice (ani rovnic vyssiho
stupné) fesitelna neni. Z toho vyplyvd, Ze neexistuje zadny obecny vzorec
pro fedeni téchto rovnic, ktery by byl zapsan ve formé kofentt.”

Nebudeme zachazet do detailti dtikazu, ale abychom ziskali pfedstavu,
jak Galoisovy grupy vypadaji, uvedme si par ptiklada. Jiz jsme si popsali
Galoisovu grupu pro piipad rovnice x> = 2. Tato rovnice ma dvé feseni, /2
a —/2, ktera pfidavame k raciondlnim cislim. Galoisova grupa vzniklého
ciselného télesa® pak obsahuje dva prvky: neutralni symetrii a symetrii, ktera
zamenuje V2a-/2.

Jako dalsi pfiklad uvazujme kubickou rovnici popsanou vyse a predpokla-
dejme, Ze jeji koeficienty jsou racionalni ¢isla a jeji tfi feSeni jsou iracionalni
Cisla. Poté sestrojime nové Ciselné téleso pridanim téchto feseni k racionalnim
¢islm. Je to jako pfidani tii raznych ptisad do naseho salku caje, naptiklad
kostky cukru, trochy mléka a 1Zzicky medu. Zadna symetrie tohoto ¢iselného
télesa (Salku caje s pfisadami) nezméni samotnou kubickou rovnici, protoze
jeji koeficienty jsou racionalni Cisla, ktera se pfi aplikovani symetrie nepo-
hnou, a proto se kazdé feseni kubické rovnice (kazda ze tfi pfisad) nutné
posune na jiné feSeni. Toto pozorovani nam umoznuje popsat Galoisovu
grupu symetrii tohoto ¢iselného télesa pomoci permutaci téchto tfi feSeni.
pro fesent.’

Stejné tak mizeme popsat Galoisovu grupu symetrii ¢iselného télesa, které
ziskame pfidanim vsech feseni libovolné polynomické rovnice k racionalnim
Cislim a za pomoci permutaci téchto feSeni (budeme mit n feseni pro kaz-
dou polynomickou rovnici n-tého stupné, jejiz feSeni jsou navzajem rtizna
a iracionalni). Timto zptisobem muzeme ziskat mnoho informaci o dané
rovnici, aniz bychom vyjadfili jeji Feseni v zavislosti na jejich koeficientech.'?
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Galoisova prace je skvélym ptikladem matematického vhledu. Galois ne-
vytesil ulohu nalezeni vzorce pro feSeni polynomickych rovnic, jak bylo
tehdy zvykem. Misto toho problém obesel a podival se na néj tplné jinou
optikou. Jeho nadhled navzdy zménil zptsob, jakym lidé premysleji o ¢islech
a rovnicich.

O 150 let pozdéji jeho myslenky déle rozvedl Langlands. V roce 1967 si
uvédomil, Ze existuje revolucni spojeni mezi teorii Galoisovych grup a mezi
jinou ¢asti matematiky, které se fika harmonicka analyza. Ukazuje se, Ze tyto
dvé oblasti, které se zdaji velmi vzdalené, spolu tzce souviseji. Langlands,
kratce po svych tficatych narozeninach, shrnul své myslenky v dopise, ktery
zaslal vyznamnému matematikovi Andrému Weilovi. Tento dopis se stal
v matematickych kruzich velmi popularnim.!'! Jeho privodni poznamka je
pozoruhodna tim, jak skromna slova pouziva:!'?

Pane profesore Weile, abych odpovédél na Vase pozvani na schiizku, napsal jsem
ptiloZeny dopis. Poté co jsem ho dopsal, jsem si uvédomil, Ze je v ném sotva
néjaké tvrzeni, kterym si jsem jisty. Pokud budete ochotny si jej precist coby
prostou spekulaci, budu Vam zavazan. Pokud ne, jsem si jisty, Ze mate po ruce
odpadkovy kos.

To, co nasledovalo, bylo pocatkem pfevratné teorie, ktera navzdy zménila
zpusob, jakym pfemyslime o matematice. A tak se zrodil Langlandsav pro-
gram.

Mnoho generaci matematika zasvétilo svij zivot feSenim problémd, které
Langlands ptedlozil. Co je tak silné inspirovalo? O tom si povime v nasledu-
jici kapitole.
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